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本 书 是 作者 十 年 前 编写 的 讲义 在 多 年 教学 的 基础 上 经 修改 补充 
而 成 的 。 | 

由 国内 学 者 编著 的 实 变 函数 论 教材 已 有 许多 版 本 ,但 是 对 于 特 
定 的 教学 环境 和 要 求 来 讲 , 有 的 本 子 显 得 单薄 了 一 些 , 有 的 内 容 又 太 
多 了 一 些 , 因 此 无 上 暇 对 解 题 的 方法 和 技巧 给 予 更 多 的 注意 .于 是 作者 
产生 了 这 样 的 想法 ,能 否 在 保留 实 变 函 数 基本 理论 的 必要 深度 和 一 
般 性 的 前 提 下 ,采用 尽 可 能 简洁 的 叙述 方式 ,以 便 腾 出 时 间 来 加 强 解 
题 方 法 和 技巧 的 训练 。 正 因为 这 样 ,本 书 取 名 为 《 实 变 函数 理论 和 方 
法 》, 并 且 对 一 些 基 本 方法 作 了 较为 透彻 的 分 析 , 其 目的 还 是 为 了 加 
深 对 实 变 函数 思想 和 方法 的 理解 。 

全 书 分 为 四 章 。 第 一 章 “ 集 合 ”, 特 别 强调 了 由 一 个 集合 序列 构造 
一 个 单调 列 和 不 相交 集 列 的 方法 ,以 及 用 集合 和 集合 序列 来 表示 函 
数 和 函数 列 的 性 质 。 第 二 章 “ 测 度 ”, 特 别 强调 构造 辅助 集 类 的 方法 。 
考虑 到 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 积分 的 广泛 应 用 ,我 们 以 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 积 
分 作为 主要 的 具体 测度 ,而 把 勒 贝 格 测度 作为 其 特例 。 第 三 章 “ 积 
分 ”特别 强 调 单调 列 的 方法 以 及 简单 函数 的 作用 。 第 四 章 “ 微 分 ”, 用 
维 他 利 定理 来 证 明 单调 函数 几乎 处 处 有 有 限 导 数 。 

每 节 的 习题 一 般 分 为 两 类 。A 类 服务 于 加 深 对 正文 的 理解 ,B 类 
用 来 训练 解 题 方 法 和 技巧 。 每 节 的 定义 定理、 命题 .性 质 . 注 、 例 .图 
均 统 一 编号 ,以 便于 查找 。 例 如 在 文中 提 到 定理 工 . 2. 9. 1) 表 示 第 三 
章 第 二 节 和 定理 9.1)。 引 用 同 章 ( 节 ) 的 定理 时 ,省 略 章 ( 节 ) 号 ,例如 定 
理 2. 9 表示 同一 章 的 第 二 节 定 理 9。 

前 三 章 最 后 一 节 是 简短 的 历史 注 记 ,介绍 了 有 关 理 论 的 历史 发 
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展 和 有 关 数 学 家 的 贡献 。 这 样 做 的 目的 是 让 读者 看 到 现在 看 来 如 此 
完美 精 深 的 理论 是 经 过 许多 数学 家 一 代 接 一 代 的 艰 将 工作 发 展 而 成 
的 .有 些 工 作 一 开始 还 受到 怀疑 批评、 甚至 反对 ,经 过 相当 长 的 一 段 
时 间 后 才 被 广泛 接受 。 从 而 使 读者 认识 到 数学 理论 的 建立 是 一 个 不 
断 发 明 创造 的 过 程 , 它 需要 热爱 数学 ,愿意 为 数学 献身 的 人 们 用 艰 咨 
的 .坚持 不 懈 的 、 创 造 性 的 劳动 才能 不 断 发 展 完善 。 

书 末 附 有 参考 书目 ,作为 学 有 余力 或 对 某 些 问题 有 兴趣 的 读者 
进一步 扩大 视野 或 深入 销 研 时 的 一 个 向 导 。 

限于 作者 水 平 ,编号 又 很 匆忙 , 书 中 一 定 有 不 少 号 友和 错误 , 巧 
请 专家 和 读者 指正 。 


编著 才 
1998 年 10 月 
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函数 论 研 究 的 重点 是 积分 理论 。 
在 数学 分 析 中 我 们 讨论 了 黎 曼 (Riemann) 积 分 。 设 了 是 定义 在 
闭 区 间 [a,5j 上 的 函数 , 任 给 [a,5j 的 一 个 分 划 
人 ;QQ 一 To<<XI< < Ta 一 D， 
令 Azi 一 五 一 和 -1 记 AD) 一 maxAxi, 称 为 分 划 D 的 模 。 任 取 fi:E 
[zi_) ;Xi |; 定义 积分 和 
So= ZE f(E)Az:, 


如 果 存 在 有 限 数 了 工 使 得 
lim Sp 二 7 ， 


AD}—+0 


则 称 了 在 [a,6] 上 黎 曼 可 积 ,7 称 为 在 [a,b] 上 的 黎 曼 积分 , 记 为 
7 一 | fer)dz. 
由 定义 可 知 ,在 [a,5] 上 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 
lim £2wAx=0, : (1) 


AD)—+0 t=1 


其 中 必 是 了 在 [zi-iy*zd] 上 的 振幅 。 黎 曼 积 分 理论 并 没有 给 出 (1) 式 
成 立 的 充 要 条 件 , 只 给 出 了 一 些 充分 条 件 。 例 如 当 是 [a,5bj 上 的 连 
续 函 数 . 分 段 连续 函数 时 f 是 黎 曼 可 积 的 。 从 这 些 条 件 看 黎 曼 积分 
只 和 运用 于 “比较 连续 ”的 了 消 数 .但 是 数学 中 存在 大 量 非 连 续 吗 数 , 例 如 
区 间 L0,1j 上 的 狄 里 希 菜 (Dirichiet) 函 数 

f(z)= 人 + 是 [0,1j 中 的 有 理 数 ， 
0 Zz 是 [0,1j]1 中 的 无 理 数 ， 
就 不 是 黎 曼 可 积 的 。 因 此 有 必要 建立 一 种 比 黎 曼 积分 更 广泛 的 积分 


-，- = 
aa wr 


从 几何 上 来 看 , 狄 里 希 菜 国 数 了 的 黎 曼 积分 值 应 该 是 区 间 [0， 
1j 中 有 理 点 集 的 “长 度 ”。 因 此 ,可 以 这 样 讲 ,f 之 所 以 不 是 歼 曼 可 积 
的 ,原因 就 在 于 黎 曼 积分 所 赖 以 建立 的 区 间 长 度 理论 不 能 “度量 ” 像 
[0,1j 中 有 理 点 集 这 样 的 不 规则 点 集 的 “长 度 ”。 所 以 要 建立 新 的 积分 
理论 ,首先 就 要 解决 不 规则 点 集 的 “长 度 ? 问 题 ,也 就 必须 首先 对 点 集 
进行 一 看 研究 .基于 此 ,本 书 按照 集合 一 一 测度 一 一 积分 一 一 微分 这 
条 主线 来 展开 。 


第 一 章 集 合 


现代 数学 把 数学 的 研究 对 象 视 为 一 些 抽象 的 集合 ,在 这 些 集合 
上 可 以 建立 各 种 结构 ,引进 各 种 关系 .例如 代数 结构 ,拓扑 结构 ,测度 
结构 、 序 关系 .等 价 关系 等 等 ,树立 集合 的 观点 ,学 会 使 用 集合 论 的 语 
言 和 技巧 ,对 于 学 习 现代 数学 的 各 个 分 支 都 是 大 有 神 益 的 .对 于 本 教 
程 而 言 , 本 章 还 有 更 具体 .更 直接 的 目的 ,就 是 为 第 二 章 测度 作 准 备 。 


第 一 节 “” 集 以 及 集 的 运算 


具有 某 种 特定 性 质 的 具体 或 抽象 的 对 象 的 全 体 称 为 集合 ,简称 
为 集 。 其 中 的 对 象 称 为 该 集 的 元 素 。 需 要 特别 强调 的 是 一 个 集合 的 
各 个 元 率 必 须 是 互 不 相同 的 ,这 一 点 对 于 后 面 要 讲 到 的 集合 的 运算 
特别 重要 。 

通常 我 们 用 大 写字 母 A、.B、E、F、X、Y、…' 表 示 集 ,用 小 写字 和 母 
abye，f ,ZX，y，" 表 示 元 素 。 用 xEE 表示 是 E 的 元 这 ,该 作 工 属 
于 瓦 ;用 xE 互 表示 工 不 是 吾 的 元 素 , 读 作 二 不 属于 五。 特别 ,用 N 
(Z、QO、R、C) 表 示 全 体 晶 然 数 ( 整 数 , 有 理 数 ,实数 .复数 ) 的 集合 。 

如 何 定 义 一 个 集合 ? 一 般 有 两 种 方法 。 一 是 列举 法 。 例 如 五 = 
(1,2,3,4} 表 示 集 合 五 由 自然 数 1.2.3.4 组 成 ,下 ={2,4,6,8,…} 表 
示 和 集合 由 所 有 侦 数 组 成 。 只 含 一 个 元 率 的 集 称 为 单 点 集 , 一 般 记 
为 (x}。 二 是 描述 法 。 当 和 集 E 是 具有 某 种 性 质 P 的 元 素 全 体 时 ,EE 可 
以 表示 为 | 

5 二 {xX;:X 具有 性 质 P)。 
例如 五 一 4z:sinz 一 0) 表 示 互 是 方程 sinzx= 二 0 的 根 的 全 体 , 即 Ar:& 一 
0, 士 1,…。 天 一 (z: 是 某 个 整 系 数 多 项 式 的 实 根 } ,也 即 尺 是 代数 数 
ee 了。 


的 全 体 。 
集 互 的 部 分 元 素 组 成 的 集 F 称 为 E 的 子 集 , 记 为 FCE, 或 者 E 
太 F, 读 作 F 含 在 内 ,或 EE 包含 让。 如果 得 时 有 ECF 和 fCE, 那 
么 称 与 FF 相等 , 记 为 二 下 , 如 果 F 生 EE, 那 么 称 F 为 EE 的 真子 集 。 
不 含 任何 元 素 的 集 称 为 空 集 , 记 为 必 。 注 意 户 取 {0} ,左边 是 空 集 , 不 
含 任何 元 素 ,而 右边 是 一 个 单 点 集 , 含 有 一 个 元 素 0。 
数 集 是 数字 家 们 面 对 的 最 简单 的 集合 。 数 是 可 以 定义 和 、 差 、 积 、 
商 等 运算 的 ,那么 对 集合 是 否 也 可 以 定义 运算 呢 ? 对 任意 两 个 集合 
EF, 可 以 定义 
EUF={zx:xXEE 或 者 XE FR}, 
称 为 EE 与 F 的 并 或 和 ; 
E[IF=ir:TEE¥H rE€EF), 
称 为 下 与 F 的 交 ; : 
EFE—F={r:rEE, 并 H XEF)}, 
称 为 瓦 与 尺 的 其 ; 
EAF= {zx:XEE 有 日 xEF, 或 者 XEF EB rEE), 
称 为 EE 与 F 的 对 称 差 ; 
EXF={(x,y):XEE,H yEF,), 
称 为 五 与 瓦 的 积 集 。 有 时 也 用 也 代替 符 导 X。 
例如 , 设 A4={2,3,5},B= {2,4,6}), 则 
AUB={2,3,4,5,6}({2,2,3,4,5,6})), 
AAB= {3,4;,5,6}。 
如 果 EENEF= 名 ,那么 称 E 与 F 不 相交 。 当 所 考虑 的 集 都 是 某 个 集 尺 
的 子 集 时 , 称 XX 为 基本 集 。 这 时 可 以 定义 余 集 
玖 "一 总 一 无 。 
命题 1 设 E.F.G 是 集合 ,那么 
1) 天 一 已 ,五 门 开 一 玖 (和 、 交 的 午 等 性 ); 
， 2) 五 吕 作 三 五 ( 空 集 是 加 法 的 零 元 ); 
ENG==( 空 集 是 乘法 的 零 元 ); 
. 4 . 


3)EUF= 二 FUE,ENMNF 二 FN 站 EE( 和 、 交 的 交换 律 ); 

4) (EUF)UG=EU(FUG)( 和 的 结合 律 )， 
(ENF)NG=EN(CENG)( 交 的 结合 律 )， 

5) (EUF)NMG= ENG)U CFNG)( 和 的 分 配 律 ); 
(EE 一 下) 门 G=(E 门 G) 一 (8 介 G)( 差 的 分 配 律 );， 

6) 如 果 ECF ,那么 EE 一 F= 二 名 ,并 且 对 任何 集 G 有 
EUGCFUG,ENGCFNG; 

7)(E—F)—G=E— (FUO); 

8)E—F=ENMF:; 

9)EUF=(ENF)U (EAF). 

证 明 : 我 们 仅 证 5)、7)、9)， 目的 是 让 读者 了 解 证 明 集 合 等 式 的 
程式 。 

5) 第 一 式 的 证 明 : 设 z 属于 左边 , 则 zE 巨 UR, 且 zEG。 如 果 z 
EE, 则 xzEENG; 如 果 zEF, 则 zzEFNG, 因 此 之 属于 右边 。 反 过 
来 , 设 z 属 于 右边 , 则 zE 五 站 G 或 者 zERnic。 因此 zxEG, 且 XEE 
UF, 从 而 x 属于 左边 。 

5) 第 二 式 证 明 类 似 。 

7) 的 证 明 ; 设 z 属于 左边 , 则 XEE 一 F, 且 XE€G。 而 XEE 一 F 
意味 着 zxEE, 且 xEF。 因 此 xzEE, 且 xzEFUG, 从 而 x 属于 右边 。 
反 过 来 , 设 iEE 一 (FUG), 则 x€EE,XEF 且 xE€G, 因 此 x€ (《E 一 
F)—G.。 

9) 的 证 明 , 设 x 左边,; 则 XEE 或 TEF,。 如 果 XEE, 有 XEF， 
则 xzEENMF; 如 果 xzEE, 但 是 XEF, 则 XEE 一 FCEAF, 因 此 xzE 
右边 。 反 之 , 设 zx 属于 右边 ,; 则 XxEENF, 或 者 xEEAF, 因 为 EMF 
CEUF,EAFCEUF, 所 以 rEEUF. 

显然 和 集 与 交集 的 概念 可 以 推广 到 任意 多 个 集 的 情形 。 我 们 称 
集 的 集合 为 集 类 或 集 族 。 通常 用 x 、 贸 、8 如 多,… 表 示 。 类 如 称 
为 集 叉 上 的 集 类 ,如 果 有 2 中 的 每 个 元 都 是 集 民 的 子 集 。 集 和 的 所 有 
子 集 的 全 体 记 为 安 ( 蕊 )。 


设 攻 是 一 个 集 类 。 定义 

(jgesE= (zx:XEE 对 某 个 EE@)， 

门 sez 五 一 (zzE 五 对 一 切 EE 2), 
如 果 2 中 每 个 集 可 以 赋予 一 个 是 码 , 印 

=({E:a€ A}, 
这 里 4 是 一 个 集 , 那 么 上 述 和 、 交 可 以 记 为 

Use4 匹 (或 简 记 为 吕 玖 。)， 

站 se 五 (或 简 记 为 门 五 。) 。 
如 果 A 二 NN, 那 么 上 述 和 、 交 又 可 记 为 

UE 或 UY EUED), fiE( 或 人 NYE,, MNE,). 

命题 2 对 于 和 集 类 我 们 有 狄 莫 更 (De Morgan) 法 则 ， 

DE— Ueaks=[{\ealE— Eo); 

2)E— (NeaBs= UealE— Eo)., 

证 明 :1) 设 xEE 一 UE,., 那 么 XEE, 且 不 属于 任 一 ,因此 xE 
五 一 五 。 对 一 切 a€E 4 成 立 , 也 即 6E 站 (一 已 。 反 过 来 ,如 果 z6E 门 
(五 一 五 -) ,那么 对 一 切 cE4 有 xzE 匹 一 匹 , 即 zE 五 ,但 对 一 切 <cE4， 
ze 匹 。, 因 此 xE 匹 一 UUE。。 

2) 的 证 明 类 似 , 留 作 习题 。 

注 1 利用 狄 英 更 法 则 我 们 可 以 给 集合 等 式 一 种 演绎 式 的 证 
明 。 例 如 命题 1 的 8) 式 可 以 这 样 证 明 : 视 五 为 基本 集 , 则 

E—F=E—(GUF)=(E~O)NE—F)=ENF., 
利用 命题 1 的 8) 式 和 狄 莫 更 法 则 可 以 证 明 7) 式 : 

E—(FUCO= (EM) (EC0)=(E—F)N(X—G) 

~(E—F)—G, 

(这 里 X 是 基本 集 )。 

在 数学 分 析 中 我 们 已 知 单 调 有 界 数 列 必 有 极限 。 任 给 一 个 数列 
ta , 它 未 必 单 调 ,但 我 们 可 以 用 (ae 小 构造 两 个 单调 数列 : 


b= sup ar， cs 一 inf av。 
二 :之 下 > 


*6.: 


易 见 {5b,} 单 调 不 增 , {c,} 单 调 不 减 。 因 此 limb,, limc, 存在 , 且 
limc,limb, 。 


我 们 称 limc 为 (a.} 的 下 极限 , 记 为 下 an;limb, 称 为 ao} 的 上 极限 ， 


记 为 lima,.。 如 果 两 者 相等 ;部 么 极限 lima， 存在 且 与 其 上 .下 极限 相 
等 。 

对 集合 序列 也 有 类 似 的 情形 。 设 {E,}? 了 (以 后 常 记 为 {E,}) 是 一 
个 集 列 ,如 果 对 一 切 nEN 有 CEnCBD 沪 B41), 那 么 称 {E,}) 为 扩 
张 列 或 单调 增 列 ( 收 缩 列 或 单调 降 列 ), 记 为 {(E.)} 个 ({E,)y )。 扩 张 
列 和 收缩 列 统称 为 单调 列 。 对 任意 给 定 的 集 列 {E,) ,我 们 可 以 构造 
收缩 列 {F.) 和 扩张 列 {G,}): 

F.—=—= UE; G,= {17 Eo 
再 定义 : 

lim = M2 UE, limE,= U2 /N22,E, 


分 别称 为 {(E,} 的 上 、 下 限 集 。 
命题 3 设 {E,} 是 一 个 集 列 ,那么 
DlimE,= {zx:z 属于 无 穷 多 个 E,}; 
2)limE.= {Zz: 工 只 不 属于 有 穷 多 个 E,}。 


证 明 ,1) 如 果 TElimE,, 那 么 对 一 切 nE€EN 有 XEF,, 从 而 对 某 
个 之 n， 有 XE Ei。 假设 先 取 n==1, 则 有 之 1 使 ZEEE。 今 2s 二 所 
十 1, 则 有 ks 之 n2, 使 TEE,。 如 此 继续 下 去 , 必 有 Ai<<Rz<<… 使 XE 
E,。 反 之 ,假设 有 自然数 的 严格 单调 增 序列 (4j)} 使 xE Ei ,那么 对 任 
一 n, 有 茶 个 二 nn 使 zEE。 因 此 对 任 一 xn 有 xzE UF?E 二 FF,, 从 而 
ZE 全。 

2) 的 证 明 类 似 , 留 作 习题 。 

命题 4 设 {E,} 是 一 个 集 列 ,E 是 一 个 集 ,那么 

DE—limE,=lim(E—E,); 


DE—limE,=lim(E—E,). 
证 明 :1) 法 一 ; 设 XE 左 边 , 则 XEE, 且 ElimE,, 因 此 zz 不 属于 


二 


无 穷 多 个 E,。 这 样 z-E 一 EE, 对 无 穷 多 个 成 立 , 因 此 zE lim(E~ 
天 ), 反 过 来 , 设 ze 右边 , 则 zE 瑟 一 忆 对 无 穷 多 个 半 成 立 , 因 此 xzE 
E, 对 无 穷 多 个 成立, 也 即 xElimE,。 所 以 x 左边 。 


法 二 ;用 演 综 法 。 
z E—limE, 二 EF 一 Ui 站 ki 五 一 [121(E— { ) za Ei) 


= fiU i (E— BE)=lim(E—E,). 

2) 证 明 类 似 , 留 作 习 题 。 

如 果 limE, 一 limE, ,那么 称 集 列 (E,} 是 收敛 的 。 称 E 一 fimE, 一 
limE, 是 {E} 的 极限 , 记 为 limE,( 简 记 为 limE, ), 

命题 5 z 

1) 如 果 {E,}) 单 调 增 ,那么 limE, 二 UE; 

2) 如 果 {E,) 单 调 降 ,那么 limE,= 门 E,。 

证 明 : DlimE,= NM UB= NU E= UE 

limE,= Uf iE = UE,. 
因此 上 下限 集 相等 , 均 为 UE,, 故 limE, 二 UE,，. 

2) 的 证 明 类 似 , 留 作 习 题 。 

注 2 从 上 、 下 限 集 的 定义 可 以 看 出 ,由 一 个 集 列 {E,} 可 以 定义 
与 其 相关 的 具有 某 些 特殊 性 质 的 集 列 。 例 如 

1 )Fi 二 EF 一 UtiEi。 易 见 (FF,) 递 增 , 且 UYFj;= UrE;(m 声 
co) 。 

2)C1 一 关 Cs 一 天 一 UU 盖 五 )。 易 见 CC 互 不 相交 , 且 UUIC 一 LU， 
(m00), 

3) 厂 二 Biy 遇 , 二 站 Ej;。 易 见 ( 瑟 ,} 递 减 , 且 人 间 YHj== 站?EjCm 亏 
coco) 。 
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下 面 我 们 将 把 函数 概念 扩充 为 映射 概念 。 设 X、Y 是 两 个 集合 ， 
D 为 XX 的 一 个 子 集 。 如 果 存 在 一 个 规则 f, 使 对 任 一 xzE D, 有 一 个 
确定 的 yEY 与 之 对 应 ,那么 称 卫 是 从 万 到 了 的 一 个 映射 , 记 为 f: 
D>Y。y 称 为 z 在 f 映 射 下 的 像 , 记 为 1(z)。D 称 为 的 定义 域 , 记 
为 D(f)。 如 果 玉 CX,FCY, 闭 么 集合 

f(E)=\f (7):rTEEfND), 

Fi(F)={rED: f(r)EF) 

分 别称 为 EE 在 f 映射 下 的 像 ,F 在 f 映射 下 的 原 像 。 fA(D) 称 为 了 的 
值 域 , 记 为 RC(f)。 易 见 如 果 ECECD, 那 么 f(E1)CCACEs) ;如 果 
FICFsCY, 那 么 iFI))Cf (FR,)., 

设 yER( 有 ), 则 {y} 是 Y 的 一 个 单 点 子 集 ,因此 fF'({y}) 有 定 
义 , 且 是 万 的 一 个 子 集 . 如 果 对 任 一 yE R( 有 ) ,1({y})) 都 是 一 个 单 
点 集 , 那 么 称 f 是 D 上 的 一 个 单 射 。 此 时 定义 

f(y)=f "({y)), z 
称 为 f 在 R(f) 上 的 道 映射 ,这 样 符号 广 ! 有 两 种 意义 ;一 种 是 从 
集合 到 集合 的 映射 , 它 对 任何 映射 都 有 意义 ;一 种 是 从 点 到 点 的 映 
射 , 它 仅 对 单 射 有 意义 。 

如 果 RC(f)= 二 Y 则 称 f 是 从 DD 到 YY 上 的 满 射 ,如 果 DD(f)= 二 XX,R 
《了 有) 二 了 , 且 f 义 是 单 射 ,那么 称 了 是 从 对 到 YY 上 的 双 射 ,或 一 一 映 
射 。 此 时 广 :作为 点 函数 在 了 上 有 定义 , 称 f 为 可 逆 映 射 。 

设 B 是 一 个 集合 ,定义 B= 二 BXB, 类 似 地 可 以 定义 B", 称 为 B 
的 2 次 笑 集 .如果 4 也 是 一 个 集合 ,定义 B“= IB.(B.=B), 易 见 这 
个 等 集 就 是 从 4 到 B 的 映射 的 全 体 。 

如 果 ;下 一 了 ,g:Y 一 2Z ,也 即 DC(g)DR(F) ,那么 可 以 定义 映射 
g °°。 f(z) 二 g(f (zx)), 称 为 了 与 g 的 复合 。 

命题 6 设 f 是 从 驴 到 Y 的 映射 ,E、E(a€ A)CX,F,F,(a€ 
A)CY, 那 么 

DACUE)= UfE), FNEICNAE); 

FYE)=UFIE), fF NE)=N fF (EE),. 


FE)= /EB)'; 

SAF)TF, FfEN DE. 

证 明 ;1) 的 第 2 式 。 因 为 人 站 ECE。, 所 以 f( 门 E)CfACE), 从 而 
fA( 站 ECNfCE。)。 这 个 包含 关系 可 能 是 真 包含 ,例如 令 f(x) 三 1， 
对 zxE€E[0,c0) ,记忆 二 (yn 十 1) ,那么 f( 站 E)=f(2B)=2 生 {1)= 
N{1}=Nf(E,). | 

2) 的 第 2 式 。 设 xEf-1( 站 Eo), 则 f(x)ENE, 因 此 f(x)EE. 
对 一 切 a 成 立 。 这 表明 XE 广 1(E,) 对 一 切 a 成立; 也 即 zEhn 广 : 
(E.) 。 易 见 上 述 证 明 是 可 逆 的 ,因此 广 门 玖 一 门廊)。 

3) 的 第 1 式 的 包含 关系 可 由 广 ! 的 定义 直接 得 到 。 这 里 的 包含 


关系 也 可 以 是 真 包含 ,例如 令 F(z) 一 六 xz 对 zE[0,1]。 记 下 一 fo0， 


1], 那 么 /1(F)==[0,1],f(f1(F)) 二 [0, 士 ] 生 F。 第 2 式 的 包含 关 
系 也 可 由 广 ! 的 定义 直接 得 到 。 现 举例 说 明 包含 也 可 能 是 真 包 含 。 今 
f(z)=1 对 zxE[0,1], 记 E 一 [0, 过 ,那么 FE) 一 (1) ff(E)) 
一 [0,1] 乳 E。 
其 余 的 留 作 习题 。 
下 面 我 们 要 用 集合 序列 来 表示 畏 数 列 的 收 伍 性 质 。 设 f :X->R 
为 定义 在 耻 上 的 实 蚂 数 。 如 果 f,:X 一 R,ECX,cER, 那 么 记 
E(f>c)={rEE.:f(r)>c}, 
E(f.>/)={rEE:f (rT) f(r)}., 
命题 7 设 f 户 为 人 久 到 R 的 函数 ,ECX,c,d ER, 奢 人 么 
DECOfFZc)UE(Cf<e)=E,E() Ef) = 
WE(f>AONE( Ed)= EC<f<a); 
WECfF>c)=ECfS>NV cc)UECOF<< 一 Wec ) CF0); 


DE(f>0)= UTE(f>c+ i); 
HEC =NE dimE(f /fl<z)! 


。10。 


6)E(f, 一 致 收 化 于 亡 一 门 忆 站 >sE(| 廊 一 用 < 去), 其 中 人 nd) 
是 自然 数 的 一 个 严格 增 列 。 

证 明 :我们 仅 证 3)、4)、5)、6), 其 余 留 作 习 题 。 

3) 设 XE 左边 , 则 有 (x) 之 c,; 因 此 f(zx)>~MVc 或 者 f(x) 二 一 
Mc 。 所 以 XEE(f>Mc ), 或 者 zEE(f< 一 Ve), 也 即 x€E 和 有 
边 。 易 见 上 述 证 明 也 是 可 逆 的 ,因此 左边 等 于 右边 。 


4) 设 TEE(f 和 >c) ,那么 f(z)>c, 于 是 有 nn 使 (zx) 之 c 十 士 ,所 
以 TE UECF>c 十 二 )。 反 过 来 ,如 果 zE UECF>c 十 二 ,那么 对 某 


个 4 有 f(x) 之 c 十 二 ,当然 有 rEE(f>c)。 


5) 设 有 (Xx) 一 f(z), 那 么 对 任 一 8, 有 N= 二 N(z,k) 使 当 n 之 NN 时 
有 |fCx)— f(z) [lk rENMNSvECf mf|I<I/A) ClimE(|f, 


一 了 之 1/ ;所 以 XEfifelimE(|f, 一 fi 过 1/k)。 肥 过 来 ,如 果 工 E 
站 limE( 记 一 过 1/8) ,那么 对 任 一 EN,XElimE(|f, 一 fi 过 


1/8), 因 此 存在 NN 二 N(xz,k), 当 nn 之 k 时 ,TEE( 所 一 有 || 过 1/8), 即 
当 n 之 NN 时 , [fCz) 一 f(x) | 二 1/&, 这 表明 f,(x) 一 f(x)。 

6) 记 下 二 E(f 一 致 收 钙 于 f),G= fe sznE(f: 一 了 [<<1/ 
)。 则 对 任 一 & 汪 0, 有 ;使 当 n 之 ni 时 有 | f(z) 一 f(z)| 二 1/k, 对 工 
EF 成立。 因此 FCN 人 wonE(f(7z) 一 f(z) | 过 1/8)=G。 反 过 
来 ,对 和 任 一 ,GC 站 wznE(f, 一 了 | 二 1/8) ,也 即 对 nn 之 nt 有 | 万 (z) 一 
f(z) | 过 1/&。 因 此 f, 在 G 上 一 致 收敛 于 了 ,所 以 GCF。 于 是 G=F， 

下 面 我 们 建立 集合 与 函数 ,以 及 集合 的 运算 与 函数 的 运算 的 对 
应 关系 。 为 方便 起 见 , 用 Y xE€E 表示 对 EE 中 每 一 个 工 。 

设 E 是 一 个 集合 ,定义 z 

] YE 中， 

X(T) = _ 

0 zrXEL, 
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称 为 玖 的 特征 函数 。 
命题 8 设 和 是 基本 集 ,4.B、4。、4。 均 为 和 的 子 集 , 则 
1)4 一 X 当 且 私 当 h(xz) 二 1,A= 名 当 昌 仅 当 Xi(z)=0; 
2)ACB 当 且 仅 当 Xx4(x) 志 Xsa(z),A 二 B 当 且 仅 当 XA(x) 一 Xs 
(xz); z : 

3)XUsea. CT)—max Xa. (I) 站 As (T) =min Xa (XT), 
这 里 了 是 指标 集 ; 

4)X A CT) =limxa, (Xz),， 

X im 4,.(T) = lmx, (7); 


5) 极 限 lim 4。 存在 当 且 仅 当 limXa (zx) 存在 ,后 者 存在 又 当 且 仅 


w 
Kim 4, (7) =limXa, (x) 
证 明 ;3) 易 见 
1 ZzE€EUA。 (1 zxzE€ 某 个 4。 
Xue 7 0 EU EU4。 一 从 
4) 多 见 


1 FE Zz 属于 无 穷 多 个 4,， 
0 xzElimA, (0 = 只 属于 有 穷 多 个 4 
一 imX4 《 工 ) 。 

5) 作 为 4) 的 推论 有 limA, 存在 当 且 仅 当 limx， (rz) 存在 .第 2 个 
充 要 条 件 的 证 明 由 下 面 一 连 串 “( 一 ”组 成 。 

limxa (xz)=1(=)limX4 (x)=1=limX4 (x)(=)Xh (x)=1 只 
对 有 穷 多 个 n 不成立 ( 二 )z 只 不 属于 有 穷 多 个 A, (= 二 ;xX ElimA， 
(二 )Xima ZJ) 一 1。 


mlz)—| 
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A 关 

1. 证 明 命 题 1 的 未 证 部 分 。 
2. 证 明 ， 
1)A—B8=A—ANMB= (4AUB)—B; 
2)A—(4—B)=AB; 
3)A—(B—C)=(4—B8B)U(ANMNO); 
4)(4A—B)N(C—D)=ANMNC— (BUD); 
5)(A—B)UC—D)DAUC) BUD); 
6)(A—B)UC—D)C(AUC)— (BND)., 
(举例 说 明 5)、6) 的 忆 与 CC 不 能 换 成 一 。) 
3. 1) 等 式 (4 一 B)UC=A 一 (B 一 C) 成 立 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
2) 证 明 : (AUB) 一 C= 一 (4 一 C)U (8 一 0)， 

A—(BUC)=(4—B)N| (4—C), 
4. 设 A.BC 有 是 辽 的 三 个 子 集 , 记 D 二 A4 门 (BN 门 C'， 

证 明 ， 

D DNBNMNC=ANMBNMGC:; 
2)DNBNC= 8, 
3)DN BNMC=ANMBNMC; 
4)DNMNBNMC=ANMBNMNC', 
5. 证 明 命 题 2. 2)。 
6. 证 明 ;1)(U 424.) 一 B=U (4 一 B); 

2)(MA)—B= NMm(A.—B). 
7. 设 儿 ( 卫 ) 是 及 的 所 有 子 集 的 族 , 证 明 
D DPR)INPY)=PZINY), 
2)PKRIUDYTICDKRUY), 
8. 如 果 {A,)}” 是 单调 减少 的 集 列 ,证 明 集 列 {4, 一 Ast1) 沪 0 中 各 

项 互 不 相 奖 。 
. 13 4 


9. 证 明 命 题 3. 2) 。 
10. 设 4z :一 (0, 二 )，4z 一 (0,m)， 求 
limA, 和 limA,. 


1 _ 


11. 设 4z+l 一 L0,2 一 到 十 ] 


],4z=[0,1 十 元 ], 求 
limA, 和 limA,。 
12. 证 明 命 题 4. 2)。 
13. 证 明 命题 7 的 剩余 部 分 。 
14. 设 {fn(ZX)}) 及 E 一 [a,bj 上 的 实 汪 数 的 递增 序列 ,limf,(x) 二 
f(r)。 证 明 对 任何 实数 c 有 
E(f>c)= UTE(,>o), 
E(f<c)= (rE)=limE(f<ce). 
15. 设 是 定义 在 集 琅 上 的 实 汪 数 ,cER, 证 明 
DE(f(r)>c)= Ur?ECSfSe+n); 
2)E=UrE(—nf)= UrE(f <n); 
3)E(Cf<o) 一 UPECF<c 一 一 )。 
16. 证 明 :1)4AB= (A 站 BYU CA'UB); 
2)Xaan x) = |Xal(r) — Xa(x) |; 
3)AAB= (xz:Xa(r)AXp(r)}o 
17. 证 明 ,1)AAB=(A{f1B')U (A 人 EBD) 
2)AAC= (AAB)U (BAC); 
3)Xaap (x) = |Xa lx) — Xa(r) |; 
4)4AB=(z:Xa(z) 天 MXaCz))。 
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第 二 节 ”等 价 关 系 与 序 关系 


本 节 我 们 将 简单 地 考察 集 的 元 泰 间 的 关系 ,其 中 的 主要 结果 将 
在 以 后 的 章节 中 用 到 。 

定义 1 集合 X 的 元 素 间 满足 下 面 三 个 条 件 的 关系 “一 ? 称 为 等 
价 关 系 ， 

1) 目 反 性 :对 一 切 XE 有 xz 和 ~ 蔗 ; 

2) 对 称 性 ;如 果 zz 一 yy 那么 y 一 工 

3) 传 递 性 :如果 z 一 yy 一 z， 那 么 Z 一 z。 


设 “ 一 "是 集 和 上 的 一 个 等 价 关 系 , 任 取 zE 和 , 令 工 一 (ER 


zx'~z}, 称 工 为 z 定义 的 等 价 类 。 显 然 等 价 类 是 义 的 互 不 相交 的 子 
集 , 并 且 又 是 所 有 等 价 类 的 并 。 把 等 价 类 的 全 体 看 成 一 个 新 的 集合 ， 
称 为 和 按照 关系 “一 ”得 到 的 商 集合 , 记 为 


X 一 和 /~。 


映射 ;TEX 一 xzEX 称 为 从 到 关上 的 典范 映射 。 
例 l 记 兴 一 {Ca ,Db ) :asbDEZ ,LAO} ;定义 (a ,0) ~ (a ,bb ) ,如 果 


ab' 二 a'b。 易 见 久 就 是 有 理 数 的 全 体 , 即 天 二， 

在 重要 性 方面 仅 次 于 等 价 关系 的 是 序 关 系 。 

定义 2 集合 X 的 部 分 (全 体 ) 元 束 之 间 的 关系 “<” 称 为 一 个 半 
(全 ) 序 ,如 果 有 

1) 自 反 性 :对 任 一 ZE 有 和 工 <; 

2) 对 称 性 :如果 z<y*y<z 那 么 z 一 多 

3) 传 递 性 :如 果 z<yy，y<z, 那 么 z<z。 
这 时 称 X 为 半 ( 全 ) 序 集 。 

例如 和 集 类 空 (X) 中 的 元 按 包 含 关 系 成 为 一 个 半 序 集 。 实 数 集 及 
”中 的 元 的 大 小 关系 是 一 个 全 序 。 复 数 域 C 中 的 元 a 十 iB 和 a 十 iB', 当 

和 15 全 
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a 并且 B&B' 时 ,定义 前 者 小 于 后 者 ,那么 C 是 一 个 半 序 集 。 

次 序 关 系 也 能 用 图 来 定义 ,例如 设 卫 二 {a,b,c,d,e), 用 x 一 y 表 
未 ? 古 z 的 直接 后 继 , 即 zx<y, 且 没有 z 使 *r<z<y。 则 图 1 规定 了 
集合 和 中 的 一 个 半 序 。 


AN 
Au 


图 1 

下 面 我 们 来 介绍 与 序 集 有 关 的 几 个 重要 概念 。 设 和 是 一 个 半 序 
集 ,rEX 称 为 XX 的 极 大 (小 ) 元 ;如 果 及 中 没有 大 (小 ) 于 之 的 元 ,也 
即 如 果 有 y€EX, 且 z<y(y<z), 那么 y= 二 x。 对 一 个 半 序 集 来 讲 , 它 
未 必 有 极 大 元 和 和 极 小 元 ,即使 有 也 未 必 唯 一 ,例如 图 2 所 示 的 开 单 位 
圆 盘 ( 按 复数 域 中 的 序 关 系 ) 就 没有 极 大 元 和 极 小 元 。 如 果 把 开 单位 
圆 盘 换 成 财 单 位 圆 盘 ,那么 第 一 象限 内 的 边界 点 皆 为 极 大 元 ,第 三 象 
限 内 的 边界 点 皆 为 极 小 元 。 图 3 所 示 的 闭 正 方形 的 边界 点 (1,1) 是 唯 
一 的 极 大 元 ,( 一 1, 一 1) 是 唯一 的 极 小 元 


图 2 图 3 
元 zxEX 称 为 X 的 最 大 (小 ) 元 ,如 果 z 大 (小 ) 于 和 中 所 有 的 
元 , 即 y><z(Gz<y),Y yyEX。 与 极 大 、 极 小 元 情形 相似 ,一 个 半 序 集 
未 必 有 最 大 元 和 最 小 元 ,但 是 与 极 大 (小 ) 元 相反 ,一 个 半 序 集 如 果 有 
最 大 (小 ) 元 ,那么 由 序 关系 的 对 称 性 , 它 必 定 是 唯一 的 。 易 见 图 3 中 
“16。 


的 (1. 1)(( 一 1,1)) 就 是 所 示 集 合 的 最 大 (小 ) 元 ， 

设 式 是 一 个 半 序 集 ,4CX( 人 允许 4 王 X) ,一 个 元 素 5EX 称 为 
4 的 一 个 下 (上 ) 界 ,如 果 25<a(e 攻 0) 对 一 切 aE4 成 立 。 和 极 小 元 的 
情形 一 样 ,一 个 集合 未 必 有 下 (上 ) 界 ,即使 有 也 未 必 唯 一 ,即使 唯一 
也 未 必 属 于 这 个 集合 。 此 外 一 个 集合 的 极 大 (小 ?元 也 未 必 是 这 个 集 
合 的 一 个 上 (下 ) 界 .集合 4 的 最 小 (大 ) 的 上 (下 ) 界 称 为 4 的 上 (下 ) 
确 界 , 记 为 supt4)(inf(4))。 有 上 (下 ) 界 的 集合 称 为 界 于 上 (下 )，, 既 
界 于 上 又 界 于 下 的 集合 称 为 有 界 的 。 

注 1 下 面 的 结论 是 显而易见 的 。 : 

1) 如 果 inf(4) 和 sup(4) 都 存在 , 则 inf(4)<sup(4)。 

2) 如 果 4CBCX, 上 量 inf(4) 和 inf(B) 存 在 , 则 inf(B)< 和 inf(4); 
类 似 地 有 sup(B) 关 sup(4), 如 果 它 们 都 存在 的 话 。 

3) 如 果 4 有 最 小 元 c, 则 infC4A)==a; 如 果 4 有 最 大 元 5, 则 sup 
(4) 一 0。 

下 面 的 引 理 是 处 理 无 限 过 程 的 重要 工具 ,我 们 作为 公理 来 接受 。 

佐 轧 (Zorn)5| 理 设 X 是 一 个 半 序 集 , 如 果 蕊 的 每 个 全 序 子 集 
都 有 (属于 XX 的) 上 界 , 那 么 关 必 有 极 大 元 。 | 

对 引 理 的 结论 我 们 用 图 2 来 作 一 直观 说 明 。 在 图 2 所 示 的 开 单 
位 圆 盘 刀 中 任意 画 一 条 两 头 延 伸 至 边界 的 单调 增 曲 线 卫 。 易 见 玉 是 
D 的 一 个 全 序 子 集 , 但 是 在 D 中 无 上 界 , 因 此 我 们 不 能 推断 D 有 极 
大 元 。 事实 上 我 们 前 已 指出 DD 无极 大 元 。 现在 考虑 闭 单位 圆 盘 D。D 
中 任意 一 条 单调 增 曲 线 及 (不 论 它 与 边界 相交 与 否 ) 都 有 上 界 , 因 此 
由 佐 恩 引 理 D 有 极 大 元 ,事实 也 正 是 如 此 。 

对 引 理 的 思想 我 们 可 以 这 样 来 理解 。 记 .到 ={:7 是 区 中 的 全 
序 子 集 } ,在 -HV 中 按 包含 关系 引 人 序 关系 ,那么 -6 成 为 一 个 有 序 
集 , 任 取 YE.H, 如 果 7Y 是 一 个 极 大 全 序 子 集 , 那 么 它 的 上 界 ( 当 然 是 
按 X 中 的 序 ) 就 是 X 的 一 个 极 大 元 ,如 果 7Y 不 是 极 大 全 序 子 集 , 那 么 
必 存 在 一 个 包含 7 的 全 序 子 集 的 极 大 链 {7i}xe4, 即 4 是 一 个 全 序 指 
标 集 ,对 和 ,加 七 A, 负 一 A。 有 TC,. 令 工 二 Wea71; 易 见 T 全 也 是 六 
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中 的 一 个 全 序 子 集 , 它 的 上 界 显然 是 和 的 一 个 极 大 元 。 

与 佐 恩 引 理 等 价 的 是 另 一 个 公理 , 即 

策 枝 多 (Zermelo) 选 择 公 理 设 S= (是 一 族 两 两 不 相交 的 
非 空 的 集 ,那么 存在 集 工 满足 下 面 两 个 条 件 ; 

1)LC UwesM; 

2) 对 5S 中 任 一 好 ,站 NM 是 单 点 集 。 

等 价 性 的 证 明 我 们 就 不 介绍 了 。 


第 二 节 势 


本 节 我 们 将 讨论 一 个 集合 所 含 元 素 个 数 多 少 的 问题 。 

仅 含 有 限 个 元 素 的 集 称 为 有 限 集 ,对 有 限 集 我 们 可 以 直接 比较 
集合 所 含 元 素 的 多 少 ,不 是 有 限 集 的 集 称 为 无 限 集 , 对 无 限 集 就 比较 
困难 了 。 例 如 记 

N= {2n—1}7, 
显然 Wi 振 N,Ni 所 含 的 元 素 确 实 比 N 所 含 的 元 素 少 ,但 是 我 们 却 不 
能 说 Ni 所 含 的 元 素 的 个 数 比 N 所 含 的 元 素 的 个 数 少 ,因为 对 任 一 
EN, 都 有 2n 一 1E Ni 与 之 对 应 .因此 有 必要 建立 一 套 规则 来 比较 无 
限 集 所 含 元 素 的 多 少 。 
定义 1 设 忆 和 下 是 两 个 集 ,p:E-> 严 是 一 个 双 射 ,那么 说 已 和 


下 是 对 等 的 , 记 为 忆 ~ 严 (或 简 记 为 瓦 一 正 ) 。 

易 见 对 等 关系 是 一 个 等 价 关 系 。 两 个 集合 对 等 表明 它们 所 人 洛 元 
素 个 数 一 样 , 当 然 它们 所 含 的 元 素 的 具体 性 质 可 能 是 完全 不 一 样 的 。 

定理 1 设 ( 忆 jea、{Eo)oc4 是 两 个 集 族 ,五 。 两 两 不 相交 ,Po 也 
两 两 不 相交 。 如 果 对 每 一 个 a 有 五 .一 有 ,那么 吕 民 一 UR。。 

证 明 : 设 f.:E。 一 FF 是 一 个 双 射 。 定 义 上 映射 f;UE 一 UR。 如 下 

f(r)= f(r) VY rEh,., 
易 见 是 一 个 双 射 ,所 以 UE。~UF。。 
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定义 2 ”如果 羽 与 FF 对 等 ,那么 称 羽 和 FF 具有 相同 的 势 , 记 为 
天 一下 ,其 中 天 (PP) 表 示 ECF) 的 势 。 如 果 巨 与 的 一 个 子 集 对 等 , 那 


么 说 巨 的 势 不 大 于 下 的 势 , 记 为 EF。 

应 该 指出 的 是 定义 2 并 没有 直接 给 出 势 的 定义 ,只 是 说 对 等 的 
集 具 有 相同 的 势 . 因 此 势 是 对 等 集 的 共同 属性 ,两 个 对 等 的 集 所 含 元 
素 的 性 质 可 以 完全 不 同 , 但 是 它们 之 间 可 以 一 一 对 应 ,因此 势 这 个 概 
念 反映 的 是 集 所 含 元 素 的 多 少 。 


定理 2 ”对 任意 两 个 集 生 .了 必 有 X 之 Y, 或 者 Y<X。 
证 明 :我 们 采用 以 后 经 常 要 使 用 的 构造 辅助 集 的 办 法 。 定 义 非 空 
集 ， 

. 开 一 {( 瑟 ,PC( 忆 )) :CCXP: 匹 -~>P( 匹 ) 是 一 个 双 射 ,wo( 匹 )CY) ,在 
. 生 上 定义 序 关系 “<”: 规 定 ( 巨 ,p( 瑟 ))<(CPFOC))， 如 果 天 CRC 
X ,并且 乡 在 五 上 的 限制 0 一。 我们 首先 指出 HY 关 名 ,因为 任 取 e 
EX,fEY, 定 义 gle) 二 了 ,那么 ({e} ,gl({e})))E.NH。 然 后 再 证 明 MH 
满足 体 恩 引 理 的 条 件 。 设 {(E4.,9(B,)}sesa 是 wt 中 的 一 个 全 序 子 集 ， 
令 玉 二 UE, 在 上 按 定 理 1 证 明 中 的 方法 定义 一 个 映射 9; UU Es 一 
PC(UE。), 易 见 (E,p(E)) 是 上 述 全 序 子 集 的 一 个 上 界 。 由 佐 恩 引 理 
MH 有 一 个 极 大 元 (F ,gLF))。 如 果 FF 关 叉 ,并 且 gLF) 关 Y ,那么 可 取 
Tzo EX 一 F,y EY 一 g(F), 并 且 扩 充 9 的 定义 , 令 p(xo) 二 yo， 于 是 
(下 ,PC(F))< (CU(zo) ,PCFU {xo}))。 因 此 (F,pLF)) 不 是 HY 的 极 
大 元 , 蔬 盾 。 所 以 必 有 = 及 或 者 gLF)= 二 Y。 如 果 下 二 , 那 么 XSY，; 
如 果 pF) 二 Y ,那么 了 < 多。 

定理 3( 伯 思 斯 坦 (Bernstein) 定 理 ) 设 久 .7Y 是 两 个 集合 ,如 果 
XS<Y,Y<X, 那 么 X=Y。 i 

证 明 : 由 定理 的 条 件 应 有 双 射 p;:X 一 Yi1CY 和 :YY 一 外! 性 了 X。 令 
太一 V。0:X- 和 ,定义 集合 序列 

X 一 (和 )，Xa+s 一 FCXo) ,和 ar 一 FCXo 1) 
。 19 。 


VY n=]1,2,"。 
不 难 验 证 ( 见 图 1) 
XOXIOX,DO", YOYIOY,DO*,， 
久 ~~ 玉 ,一 六 ， 因 1 一 哟 ;一 多 。*， 
并 且 多 .XX 可 以 分 解 为 不 相交 子 集 的 并 


: 图 1 
X=ZUX—X)U CX ~—X) U(CX2 一 和 3) UU(CX3 一 种) 品 … 
X11 二 ZU (XK) 一 丈 2) ( 司 > 一 证 3 ) |) (和 3 一 人 4) UU) "yy 


了 f . 
其 中 《一 {|X i 因为 不 一 多 1 一作; 一 从 59 大 ?一 及 3 人 有 一 大 5 
由 命题 2 有 关 ~~ 叉 ,。 因 为 XI~ 了 ,所 以 X~Y。 


定理 4 对 任何 集合 了 , 必 有 XX 二 区 (RX)、 


证 明 : 显 然 有 了 X 志 多 ( 芝 )。 假设 叉 = 宅 (X) ,那么 有 双 射 p: XX 一 
多 (X)。 定 义 辅助 集 
E={xEX:XE yz)), 
(即使 EEF= 名 , 它 也 是 多 (X) 中 的 一 个 元 素 ), 那 么 EER(q), 因 此 9 
不 是 双 射 。 事 实 上 ,如 果 有 zeoEX 使 匹 王 pzo), 那 么 zoEE 或 者 zo 
E€ 忆 。 如 果 zoE 巨 ,那么 按 巨 的 定义 有 roEPp(zo) 一 已 ,矛盾 。 如 果 za 
EE, 那 么 按 万 的 定义 有 roEp(zo) 一 已 ,又 得 出 矛盾 。 
下 面 我 们 来 考虑 最 小 的 无 限 集 。 
定义 3 与 N 对 等 的 集 称 为 可 列 集 , 也 称 为 可 列 无 限 集 。 
由 和 定义 可 知 , 每 一 个 可 列 集 都 可 以 排列 成 {ziyzr 和 ze ) 的 
. ?0 6 


形式 ,这 也 是 取 名 为 可 列 集 的 原因 。 显 然 一 个 可 列 集 并 上 一 个 有 限 集 
仍 是 一 个 可 列 集 。 

记 忽 。= 坟 , 读 作 阿 列 夫 零 (alephnull)。 

定理 5 : : 

1) 如 果 Xi ，…X。 是 可 列 集 , 那 么 六 1X… XX 也 是 可 列 集 ， 

2) 如 果 A,(mEN) 是 可 列 集 ,那么 UA 也 是 可 列 集 。 

证 明 ;1) 由 归纳 法 ,我 们 只 要 证 明 n==2 的 情形 ,也 即 证 明和 NXN 
与 N 对 等 。 对 (GL,k) ENXN, 按 n=j 十 k 由 小 到 大 排列 成 

(1,1), 2,1),(1,2), C3,1), (2,2),(1,3),..， 

并 让 它们 依次 对 应 于 1,2,3,，…。 z 

2) 由 注 1. 6.2) 不 妨 设 4, 互 不 相交 。 进一步 还 可 设 4, 仍 为 可 列 
集 , 事 实 上 ,把 只 含有 限 多 个 元 的 4, 记 为 4',, 并 定义 Ao 二 UA',, 那 
么 ho 至 多 仍 是 一 个 可 列 集 。 如 果 A。 是 一 个 可 列 集 ,那么 假设 已 真 。 
如 果 4。 是 一 个 有 限 集 ,显然 不 影响 本 定理 的 结论 。 设 fj:N 一 A; 是 
一 个 双 射 ,定义 fm, 站 二 fj(n), 易 见 它 是 从 NXN 到 U4; 的 一 个 双 
射 。 

推论 1 

1)Z 和 0 都 是 可 列 集 ， 

2) 整 系数 多 项 式 的 全 体 是 可 列 集 。 

证 明 :1) 因 为 2 二 全 …, 一 ny… ,一 2, 一 1,0}U {1,2,…,n，…}) 是 
两 个 可 列 集 的 并 ,因此 是 可 列 的 。Q@=={(p,9):p(q€2,9 尖 0)=2ZX 
(Z 一 (0))} ,由 和 定理 5.1)@C 是 可 列 集 。 

2) 所 PP 二 40 十 a1ZX 十 QnX":QEZ), 易 见 P.~ ZoX XZ,, 其 中 
Zi 二 2Z, 因 此 P, 是 可 列 的 。 用 PP 记 整 系数 多 项 式 的 全 体 , 那 么 P= 二 =U 
P,, 由 定理 5.2)P 是 可 列 的 。 

例 1 设 f 是 [a,5] 上 的 单调 增 函 数 ,那么 

1)f 的 不 连续 点 都 是 第 一 类 间断 点 ; 

”2)f 不 连续 点 的 全 体 至 多 是 可 列 集 ， 

3)f 在 不 连续 点 的 左 、 右 方 跃 度 都 是 非 负 的 ,并 县 所 有 牙 度 的 和 

ea ID] 。 


不 超过 f (65) 一 f(a)。 

证 明 ;1) 我 们 应 证 明 /在 不 连续 点 的 左右 侧 极限 f(x-)、 
f(z+) 存 在 且 有 限 。 设 ze 为 了 的 不 连续 点 ,对 任 一 单调 增 趋 于 zxo 的 
数列 (ze {7(Czs)} 单 调 增 且 有 界 ( 委 jzo)), 因 此 r= 二 limf (xz) 存在 
且 有 限 . 我 们 要 证 明 r=/z-)。 事 实 上 ,对 任 一 e>>0, 存 在 xx 使 + 一 
Ee 之 f (zn) ,因此 对 ElzrnsyXo) 有 TT 一 Ee 过 f(x), 另 一 方面 ;对 任何 x 过 
Xos; 有 XMmE (x,Xo) ,因此 f(z) 二/ (zm) 声 r, 这 表明 r= 二 A(z-_)。 类似 
地 可 以 证 明 f(z4) 存 在 且 有 限 。 : 

2) 记 EE 二 {XE (l(a,b);:f 在 xz 不 连续 }。 令 w(x) 二 f(x+) 一 


f(z-), 那 么 E={z€ (a,b):w(z)>0}= YE{wo(z) 之 一 ) 。 我 们 证 


明 对 任 一 n,EE(w(x) 之 二 ) 只 含有 限 个 点 ,事实 上 ， 在 已 (w(z) 之 一 ) 中 


任 取 思 个 点 ,ao<m<am<: “二 Tp 全 5b, 再 取 3 一 QT 所 < ZHIC 一 1， 
"pO—1),y,=0, 那么 
去 委 到 wo(zD) 委 到 [GO 一 /CD]= GO 一 Fo)， 
因此 p<n{f(5) 一 f(a)}。 四 
3) 设 {rz} 是 不 连续 点 全 体 , 对 任 一 pEN, 不 妨 设 zz 二 … 过 
xp， 那 么 有 
Siw(T)Sf 6) O— f(a), 
令 p 一 吕 得 BYw(z) 志 1(6) 一 f(a)。 | 
下 面 的 定理 说 明 可 列 集 是 最 小 的 无 限 集 。 


定理 6 设 A 是 可 列 集 或 有 限 集 ,B 是 无 限 集 ,那么 4UB=B。 

证 明 : 先 设 4 为 可 列 集 ,因为 B 是 无 限 集 , 必 含有 一 个 可 列 集 MM 
与 4 对 等 ( 见 图 2)。 分 解 B 与 4 使 B=(B 一 M)UM,AUB=(4 一 
B)UMU(B 一 M)。 由 定理 5.2) 有 (4A 一 B)UM~M, 再 由 定理 1 有 
B~AUB。 如 果 A 为 有 限 集 , 上 述 证 法 仍然 有 效 , 请 读者 自 证 。 

现在 我 们 来 讨论 不 可 列 集 。 

定理 7 区 间 [0,1j] 不 是 可 列 集 。 
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图 2 

证 明 : 由 定理 6 可 知 ,只 要 证 (0,]1] 不 可 列 。 如 果 (0,1] 可 列 ,那么 
必 可 排 成 一 个 数列 {z,) ,而 每 一 个 所 又 可 以 表示 为 一 个 十 进位 无 限 
小 数 0. 司 如 …( 如 果 忆 是 一 个 有 理 数 ,就 写成 无 限 循环 小 数 )。 作 一 
个 十 进位 小 数 

CC 一 0.G102Q3，…"， 

规定 w 天 0,a 尖 芒 显然 xcE (0,1j, 因 而 必 等 于 某 个 i,.。 因 为 [0,1j 中 
的 数 的 十 进 制 无 限 小 数 表示 形式 是 唯一 的 ,as 一 im 矛盾 。 

定义 4 区 间 L0,1j 的 势 称 为 连续 点 集 的 势 , 记 为 从 ( 读 作 阿 列 
夫 aleph) 或 c。 

推论 2 ”实数 集 尽 的 势 是 兴 。 


证 明 ; 定 义 f(x)=2z,g(7z) 二 zx 一 1,h(r)=tg x。 易 见 


(0,1D) 一 (0,2) 忆 (一 1,1D) 一 (一 coyco)， 
而 (0,1) 与 (0,1j 对 等 ,所 以 及 的 势 为 兴 。 
定理 8 实数 列 全 体 尺 " 的 势 为 只。 
证 明 : 令 B={{r) ER™0<zx,<1}, 在 B' 上 定义 映射 9: 
Fz) = (tg(z,—l)n)?. 


显然 9: B 一 R” 是 一 个 双 射 。 因此 =RS。 下 面 证 明 B 一 站。 令 B 一 
({z)? :zs 二 XXE€ (0,1))。 易 见 BoCB, 且 锥 二 思 才 B。 另 一 方面 ,把 
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Z 一 {zsE 表示 为 十 进 制 无 限 小 数 xz, 二 0. Tn Ta 并 定义 鼎 射 
HX)=0, Ti1721712Z31722713 


显然 p;:B 一 (0,1) 是 一 个 单 射 。 因 此 B 与 9B)(C(C0,1)) 对 等 ,所 以 


B 过 洽 。 由 定理 3 有 B= 锥 。 
定理 9 [4,5] 上 连续 函数 的 全 体 C[a , 纪 的 势 是 并 。 


证 明 ; 令 区 二 {f EC[a,6]:f(zx)=c;,cER)。 易 见 兴 =K 声 
C[a,5b], 下面 证 明 C[a,6] 志 淮 。 设 {r,}? 是 [a, 四 中 的 有 理 数 全 体 , 因 
为 fEC[a56], 所 以 了 由 数列 {f(r,)) 完 全 决定 。 定 义 从 C[a,65] 到 
R” 的 映射 9: 


/ PC 一 人 Jr 人， 
易 见 p 是 一 个 单 射 。 因 此 C[a ,大 R= 一 江 。 

定理 10 g 进位 小 数 全 体 的 势 是 愉 。 

证 明 ; 用 G 表示 g 进位 小 数 的 全 体 , 可 以 把 G 分 解 为 G 一 CU 
Gz, 其 中 Gi 为 4 进位 有 限 小 数 全 体 ,G， 为 £ 进位 无 限 小 数 全 体 。 易 
见 Gi 为 可 列 集 , 因 此 由 定理 6 可知 G=Gs。 定 义 从 Gs 到 (0,1] 的 映 
射 f; : 

f 0.1t2°") = ZT = 
B 


易 见 f 是 一 个 双 射 ,因此 G: 一 (0,1], 所 以 G 一 失 。 
定理 11 


1) 设 M 是 由 两 个 不 同 元 素 p,q 生成 的 序列 全 体 ,那么 M=%; 
2) 如 果 Q 是 可 列 集 , 那 么 二 (Q) 一 扣 。 

”和 证明:]) 设 5=={6,)}€EM,; 定 义 96) 二 0.4tzt3… ,其 中 二 = 二 1, 如 果 
b, 二 ;ts 二 0, 如 果 刀 二 9。G 是 二 进位 小 数 全 体 , 易 见 p; MG 是 一 个 
双 射 ,因此 M= 忽 。 

2) 记 QQ 二 {gr}? 了。 对 EZ(Q) 定 义 gp(E) 一 0.1tzta… ,其 中 二 
1 ,如果 gsEE;t, 一 0; 如果 g,EE, 令 G 是 二 进位 小 数 全体 , 那 么 :多 
(Q) 一 G 是 一 个 双 射 ,因此 多 (Q) 二 兴 。 
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例 2 设 4、B 是 两 个 集 , 如 果 AUB== 欠 ,那么 万 二 兴 , 或 者 证 一 
兴 。 

证 明 ; 因 为 4UB= 淮 ,所 以 有 一 个 双 射 p: 4UB—[0,1]xLo, 
1]《 习 题 B. 1 指出 [0,1]x[0,1]~[0,1j)。 定 义 从 [0,1]xL0,1j 到 
[0,1j 上 的 投影 映射 Px((zx,y))= 二 (xz,0),Pry(Cz,y))= 二 (0,y)。 如 果 


A 二 兴 ,B 二 汉 , 那 么 

Px(pA)S<HA)=A<N:; 

Pr(g(B) SHAB)=B<N. 
因此 有 zeoE[L0,1j 一 Px(P(4)),yoEL0,1J 一 Pr(PCB))。 因 为 (zoyyo) 
EL0,1]Xxfto,1], 存 在 cE4UB 使 re) 一 (czoyy)。 不 妨 设 aE4, 那 
么 zx 二 Px(gla)), 得 出 矛盾 。 


站 通 


A 类 


. 证 明 有 限 集 绝 不 与 其 真子 集 对 等 。 
. 无限 集 必 与 它 的 一 个 真子 集 对 等 。 
.定义 一 个 从 (0,1] 到 [0,1] 的 双 射 。 
. 证 明 可 列 集 的 任何 子 集 , 若 不 是 有 限 集 必 是 可 列 集 。 
. 整 系数 多 项 式 的 实数 根 称 为 代数 数 , 不 是 代数 数 的 数 称 为 超 
赵 数 。 证 明代 数 数 全 体 是 可 列 集 , 超 越 数 的 全 体 的 势 为 从 。 

6. 设 4 是 直线 上 某 些 长 度 不 为 替 的 而 且 互 不 相交 的 区 间 所 成 
的 全 ,那么 4 是 可 列 集 或 是 有 限 集 。 

7. 证 明 任 一 可 列 集 的 所 有 有 限 子 集 全 体 是 可 列 集 。 

8. 证 明 g 进位 有 限 小 数 全 体 是 可 列 集 , 柱 环 小 数 全 体 也 是 可 列 
集 。 

9. 设 4 是 平面 上 以 有 理 点 为 圆心 ,有 理 数 为 半径 的 圆 的 全 体 ， 
证 明 4 是 可 列 集 。 


A 


* OD 


10. 证 明 无 理 数 全 体 的 势 是 兴 。 
11. 证 明 [a,65] 上 一 切实 函数 全 体 RLa,65j] 的 势 大 于 纺 。 


B 关 


1. 证 明 [o,1]X[0， 1]~{0,11。 
2. 若 4 中 每 个 元 素 由 互相 独立 的 可 列 个 指标 所 决定 , 即 A 二 


{az zr} ;而 每 个 指标 Xx; 在 一 个 势 为 洽 的 集中 变化 ,那么 4 一 兴 。 

3. 设 {zs) 为 一 序列 ,其 中 的 元 素 彼此 不 同 ,那么 它 的 子 序列 全 
体 组 成 势 为 器 的 集 ,， 如 果 {zs)} 中 只 有 有 限 项 彼此 不 同 , 那 么 子 序 列 全 
体 的 势 如 何 ? 

4. 设 有 入 为 RR 中 的 可 数 点 集 , 是 否 存 在 aER, 使 (A 十 24) 人 A 二 


ZO? 
;7 A 二 Qt Ta , 人 
D， 记 A 二 (f(z) 一 记 二 -二 6 zr 09196; 为 整数 ;mm sn} 为 3 然 数 }， 


是 否 存在 fE€E A 使 对 任 一 有 理 数 r, 有 整数 上 ,使 (4k) 一 r? 

6. 证 明 [a,65] 上 右 方 连续 的 单调 函数 全 体 的 执 是 号 , 问 [a,b] 上 
单调 函数 全 体 的 势 是 什么 : 

7. 如 果 U?A, 的 势 是 只 ,证 明 必 有 一 个 4, 的 势 是 兴 。 

8. 设 ACR 具有 下 面 的 性 质 : 对 任何 rE (一 CO,00), 总 存在 包 
含 工 的 某 个 区 间 (z 一 9,z 十 9)， 使 (z 一 0,z 十 0) 门 4 最 多 只 有 可 列 个 
点 ,那么 A 必 是 有 限 集 或 可 列 集 。 

9. 证 明 去 拌 一 点 的 球面 与 平面 一 一 对 应 。 


第 四 节 ”直线 上 的 点 集 


本 节 我 们 将 讨论 直线 R= (一 co,co) 上 的 各 种 点 集 。 它 一 方面 为 
”点 集 拓 扑 理论 提供 了 一 个 模型 , 另 一 方面 为 第 二 章 所 讨论 的 可 测 结 
构 作 必 要 的 准备 。 
定义 1 设 zoER, 称 包含 zo 的 任何 一 个 开 区 间 (a,B) 为 xo 的 
ee 26。 


一 个 领域 , 记 为 U,, 特别 地 ,如 果 e 汪 0, 称 (zo 一 e,xo 十 e) 为 zo 的 一 
个 e- 领 域 , 记 为 Ol(zo,e), 设 A 为 R 的 一 个 非 空子 集 , 称 zo 为 4 的 极 
限 点 如果 对 任意 的 二 0, (0O(zo,e) 一 {zo)) 门 4A 了 名 。 记 4 二 (4 的 
极限 点 的 全 体 ), 称 为 4 的 导 集 .如 果 4C4' ,那么 称 4 为 自 密集 。 4 
一 4' 中 的 点 称 为 4 的 孤立 点 。 如 果 4'CA4, 那 么 称 4 为 闭 集 。 记 4 
一 4U4', 称 为 4 的 闭 包 。 如 果 4=4' ,那么 称 4 为 完全 集 、 

由 定义 可 知 一 个 集 的 极限 点 未 必 属 于 这 个 集合 ,而 一 个 集 的 孤 
立 点 必 属 于 这 个 集合 。 自 密集 中 的 任 一 点 都 是 该 集合 的 极限 点 , 闭 集 
则 包含 了 该 集 的 任 一 极限 点 ,而 完全 集 既 是 自 密集 ,又 是 闭 集 。 根 据 
定义 不 难 验证 任 一 集 的 闭 包 是 闭 集 。 

定理 1 下 列 断 言 是 等 价 的 ; 

19xo 是 4 的 极限 点 ; / 

2) 存 在 点 列 {(zC4 使 zs 天 ro, 且 x 一 xo; 

3) 在 zo 的 任 一 邻 域 7。 中 有 4 的 无 穷 多 个 点 。 


证 明 ;1) 一 2)。 对 任 一 2 有 riEO(zo, 一 ) 一 {zo) 易 见 zs 天 zo, 且 
Tn—> Xoo 
2) 二 3)。 对 任意 的 6 ,有 (OCzoye) 一 (xo}) 间 4A 天 , 取 zi 属于 
这 个 交 ,再 令 €2 |z1— xo | ; 义 有 XzE (Ol(zxo,€2) — {ro}) 站 4 ,如 此 继 
继 下 去 得 到 不 同 点 组 成 的 点 列 {z,}COlzro,el)。 
3) 和 二 1)。 对 任意 的 : 汪 0,O(zxo;e) 中 含有 4 中 无 穷 多 个 点 ,因此 
(Olzo,e)— {zo)) AG. 
推论 1 zo 是 4 的 孤立 点 当 且 仅 当 存在 一 个 se>0, 使 O(Czoye) 
(1A= {zo}.。 | 
例 1 设 4=11 一 那么 4 一 (0) ,4 不 是 自 密集 ， 
也 不 是 闭 集 。 
例 2 设 A=0, 那 么 4'=R, 因 此 A 为 自 密集 ,但 非 闭 集 。 
例 3 有 限 个 点 或 发 散 到 无 穷 的 点 列 组 成 的 点 集 都 没有 极限 
尽 。 事 实 上 ,对 有 限 点 集结 论 显然 成 立 , 假 设 A= {zx})? ,x 一 十 oo, 那 
用 27 . 


么 任 一 ro, 都 不 是 {tzs} 的 极限 点 。 因 此 有 s>0, 使 O(ze) 人 站 4== 
(zn) ,所 以 zs 是 4 的 孤立 点 。 

定理 2 下 面 的 论 浙 是 等 价 的 : 

1)A 是 闭 集 ; 

2)4 一 4; 

3)4 中 任意 一 个 收 争 列 必 收敛 于 4 中 的 一 点 ; 

4)rE€ A 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 se>>0, 使 O(zye) 门 4 一 弛 。 

证 明 :1) 之 2) ,因为 4C4, 所 以 4=4U4 一 4 

2) 全 3), 设 (zjC4,zo 一 不妨 设 zm 天 z, 那 么 x4 ,因此 xE€ 


3) 过 4, 充分 性 显然 , 现 证 必要 性 。 用 反 证 法 , 设 xE4, 并 且 不 


存在 4) 中 的 。, 那 么 对 任 一 x 有 xz,E (O(z, 盖 ) 一 (zj 站 4。 易 见 
{Xrn)}C 坟 A, 并 且 zx 一 Xx, 由 3) 有 xrEA4, 政 盾 。 

4) 过 1)。4) 表 明 如 果 xE A, 那么 xE A', 因 此 4'CA, 也 即 A 为 
闭 集 。 

定理 3 

1) 空 集 和 全 直线 是 闭 集 ; 

2) 任 意 一 族 闭 集 的 交 是 闭 集 ; 

3) 有 限 个 闭 集 的 并 是 财 集 。 

证 明 :1) 设 A= 名, 则 4' 二 名, 因此 4’'CA, 从 而 空 集 是 闭 集 。 再 
设 4 一 R ,因为 4 总 是 全 直线 的 一 个 子 集 , 因 此 4C4, 从 而 全 直线 
是 闭 集 。 

2 ) 设 {FF.}ce4 是 一 族 闭 集 , {zi)CC 站 Fi, 并 月 x 一 7+。 要 证 XE 站 
fo。 因为 FF 是 团 集 ,而 {xw} 和 CF, 且 x 一 Xx, 因此 xEF。 对 每 一 个 a 成 
立 , 从 而 zxE 门 F。。 

3) 设 A 二 Un-i4,,4, 是 闭 集 ,z,€ 4A,x, 一 7, 要 证 XE 4。 遇见 
定 存在 某 个 4,, 它 包含 {z,} 中 的 无 穷 多 项 。 把 这 无 穷 多 项 记 为 
{zn) ;显然 {Tz'1} 是 {zr) 的 一 个 子 列 , 因 此 仍 有 x', 一 x+。 因 为 4A, 是 财 
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集 , 所 以 xxE 4， ,9 从 而 XE 4。 

定义 2 集合 G 称 为 开 集 ， 如 果 存 在 闭 集 玉 使 G 二 RF， Xo 称 
为 集 4 的 内 点 ,如 果 存 在 se>>0, 使 O(zos)C4。 

定理 4 G 为 开 集 的 充 要 条 件 是 G 中 每 一 点 都 是 C 的 内 点 。 

证 明 :必要 性 。 设 G 为 开 集 ,那么 存在 闭 集 下 使 C 一 民 一 下 。 设 za 
EG, 要 证 zo 为 G 的 内 点 。 因 为 zo€F, 由 定理 2.4) 存 在 e 汪 0 使 0 
(zoe) 门 巨 = 他, 即 OGze)CGC。， 充分 性 。 令 =R 一 G, 要 证 下 为 闭 
集 。 设 roE ,那么 rzoEG, 因 此 有 e>0 使 O(rzoe)CGC。 也 即 OCxo， 
E) 人 f== 儿 。 由 定理 2.4) 可 知 下 为 闲 集 ,所 以 G 为 开 集 。 

作为 定理 3 的 对 偶 有 

”定理 5 

1) 空 集 和 全 直线 是 开 集 ; 

2) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

3) 任 意 一 族 开 集 的 和 是 开 集 。 

证 明 :我 们 公证 3) ,其余 留 给 读者 作为 习题 , 我 们 用 两 种 方法 来 
证 明 。 - 

法 一 : 设 G= UG,G。 是 开 集 , 任 取 zxEG, 我 们 要 证 xz 为 G 的 内 
点 。 因 为 zxEG, 所 以 zE Ge 对 某 个 ao。 因 为 G。 是 开 集 ,所 以 有 6>0 
使 OC(zyE)CGo ,从 而 OC(x,e)CG, 也 即 zx 是 G 的 内 点 。 

法 二 : 设 G=UG.,G。 是 开 集 ,那么 存在 闭 集 F。 使 Gs 二 R 一 F。。 
因此 G= UR 一 fF,) 二 R 一 门 f。。 由 定理 3.2), 门 fs 是 闭 集 ,从 而 G 
是 开 集 。 

下 面 我 们 来 讨论 开 集 的 构造 。 

定义 3 设 G 是 直线 上 的 开 集 ,如 果 开 区 间 (a,8)CG, 而 a,8 不 
属于 G, 那 么 称 (a, PB) 是 G 的 一 个 构成 区 间 。 | 

注 1 由 定义 3 可 知 构成 区 间 必 互 不 相交 ,否则 一 个 构成 区 间 
的 端点 将 成 为 另 一 个 构成 区 间 的 内 点 ,从 而 属于 这 个 开 集 ,矛盾 。 因 
此 一 个 开 集 至 多 只 有 可 列 多 个 构成 区 闻 。 如 果 G 一 UY?(ey pn 扫 
co) ,并且 (as,Bs) 互 不 相交 ,那么 (a,,B,) 必 是 G 的 构成 区 间 。 
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定理 6 直线 上 任意 一 个 非 空 开 集 均 可 表 为 至 多 可 列 多 个 互 不 
相交 的 构成 区 间 的 并 。 

证 明 ; 我 们 只 要 证 明 G 中 任意 一 点 都 属于 GG 的 某 一 个 构成 区 
间 。 设 zoE€G, 定 义 : 

ao 二 inf ta: 和 存在 使 xXx,E (a,B)CG})， 
z o 王 sup (8: 存在 a 使 x0€ (a,8)CG)。 
我 们 证 明 (w ,mu]CG. 否则 可 以 假设 有 4 和 (aoyzoj 一 一 C。 由 Co 的 定 
义 ; 有 a 二 a 以 及 B 使 XZ,E(l(a,B8)CG。 而 aE€ (layzoj,; 从 而 aE€G, 戏 
盾 。 同 理 可 证 [xo, Bo)CG。 因此 (ao, Bo)CG., 

最 后 证 明 wm,pBEG。 假 设 aa。EG, 那 么 存在 6>0 使 (ao 一 6,ao 十 
3)CG, 因 此 (ao 一 6,Bo)CG, 这 与 oo 的 定义 矛盾 。 同 理 可 证 pvEG。 

定义 4 设 F 是 直线 上 的 闭 集 , 称 FF 的 余 集 "二 R 一 F 的 构成 : 
区 间 为 F 的 余 区 间 ， 

由 定理 6 和 定义 4 易 得 

定理 7 直线 上 的 闭 集 政 或 者 是 全 直线 ,或 者 是 从 直线 上 挖 掉 
有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 闻 ( 即 下 的 余 区 间 ) 所 得 到 的 集 。 

注 2 完全 集 是 没有 相 邻 接 的 余 区 间 的 闭 集 。 事实 上 ,如 果 有 两 
个 余 区 间 相 邻接 ,那么 这 两 个 余 区 间 的 公共 端点 就 是 这 个 闭 集 的 孤 
立 点 ,与 完全 集 的 定义 矛盾 。 

定理 8 设 三 是 从 刃 到 民 的 函数 ,那么 下 面 的 断言 是 等 价 的 。 

1)f 是 连续 中 数 ， 

2) 对 任 一 闭 集 下, 广 !(CP) 是 闭 集 ; 

3) 对 任 一 开 集 G,f™'(G) 是 开 集 。 

证 明 ,1)=>2), 设 {zi}CA1(F),xs 一 Xo。 那 么 {f(x,)}CF, 并 且 
因为 f 是 连续 的 ,有 f(x,) 一 了 (xo)。 因 为 是 闭 的 ,所 以 f(xo) EF， 
因此 zeoE 广 (), 从 而 广 (CR) 是 闭 的 。 

2) 一 1)。 假 设 不 然 , 那 么 有 zoER, 以 及 (zx.}CR, 使 x 一 xo, 而 
(zf(zo)。 因 此 存在 e>0, 以 及 子 数列 {at) 使 |/zo) 一 六 xzo)| 之 
E。 令 了 一 及 一 (Jro) 一 szo) 十 s)， 钨 见 下 是 财 集 , 并 且 (zo CC 
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f/f (FF)。 因 为 zw 一 zoy 并 且 f (FF) 是 闭 集 ,所 以 zoEf "(FF), 也 即 | 
f(zo) 一 f(zo) | 之 e, 耶 盾 。 

2) 会 3) 可 由 命题 1. 6.2) 推 出 ，。 

定义 5 可 列 个 闭 集 的 和 集 称 为 F。 集 ,可 列 个 开 集 的 交集 称 为 
Cs 集 。 

下 面 我 们 考察 两 个 集 A、B 之 间 的 关系 。 

定义 6 如 果 BCA4, 那 么 称 4 在 中 中 了 稠密。 如 果 4 一 有 ,那么 称 
4 为 稠密 集 。 如 果 对 任 一 开 区 间 (a,p8) 都 有 (ay,8) 实 4, 那 么 称 4 为 政 
明 集 。 

注 3 4 在 B 中 稠 ,并 不 要 求 4CCB。 例如 设 A 为 R 中 的 有 理 数 
集 ,B 为 R 中 的 无 理 数 集 ,那么 A 门 B 二 名, 而 4A 二 B=R, 由 定义 可 知 
玖 朗 集 不 含 任何 开 区 间 , 而 且 下 列 断 言 等 价 : 

1)4 为 疏 妇 集 ， 

2) 对 任 一 (a,8) 有 (a,B) 几 (4)' 关 2， 

3) 对 任 一 (a,8) 有 (x ,BD)Cla,B) 使 (a ,8) 门 4A 二。 
事实 上 ,1) 合 对 任 一 (a,8) 有 (a,B) 生 AS2)。3) 二 2) 显 然 , 故 只 要 说 
明 2) 之 3)。 由 2) 有 xzE(ayp) 门 (4》”, 由 定理 2, 有 e>0 使 DCzye) 门 
4 一 好 。 取 e 这 样 小 使 ZXo 一 EXZo 十 EG (ap)， 邻 w 一 Zoo 一 6 一 Zo 十 E， 
即 得 3)。 

由 定义 还 可 以 知道 玖 朗 完 全 和 集 是 这 样 的 闭 集 , 它 的 任意 两 个 余 
区 间 都 不 相 邻 接 , 而 且 它 们 之 间 必 有 另 一 个 余 区 间 。 事 实 上 ,由 注 2 
已 经 知道 完全 集 没 有 相 邻 接 的 余 区 间 。 假 设 (a,5),(c,d) 是 完全 集 下 
的 两 个 余 区 间 ,58<c, 如果 b,c 之 间 没 有 别 的 余 区 间 , 那 么 [6 ,cj]CF， 
蔬 逢 。 

下 面 我 们 将 给 出 一 个 玖 朗 完 全 集 的 重要 例子 。 

” 例 4 :上 康 托 (Cantor) 集 。 把 区 间 [0,1] 三 等 分 ,去 掉 中 间 一 个 开 


区 间 [的 一 | 二, 之] ,余下 两 个 闭 区 则 | 0, 革 ,| 二 ,1 ]。 再 把 这 两 个 
区 间 三 等 分 ,并 去 掉 中 间 的 两 个 闭 区 间 7 和 2 一 | 二, 也 | ,1 一 


| 工 , 冯 | .余下 四 个 闭 区 间 [0, 汪 ],[ 生 , 志 ],[ 扎 ,也 ],[ 间 ,1]。 如 此 


继续 下 去 ,第 nn 次 三 等 分 时 去 掉 的 开 区 间 ( 称 为 第 n 级 区 间 ) 是 
n) _. 1 2 (nm) 7 3 nog 
nn =| 去 ;地 |]， 2 -未 , 蔓 ]， 


(n) 了 一 2 3 一 } 
{ai -| 37 3 | 


记 尺 二 [0,1j 一 U1"”, 称 为 康 托 集 。 易 见 
1) 康 托 集 是 完全 朴 朗 集 ; 
2) 控 去 区 间 的 长 度 之 和 


nl 
7 tt 


i 
3) 天 一 从 。 
事实 上 ,如果 把 区 间 L0,1] 用 三 进位 小 数 表 示 的 十 , 康 托 集 的 余 
区 间 中 的 点 的 表达 式 zx 一 0. zz2…X… 中 必 有 某 个 zx; 二 1, 而 余 区 间 
的 端点 必 可 用 有 限 小 数 表 示 。 令 B 是 有 限 三 进位 小 数 全 体 ,那么 B 
是 可 列 集 , 因 此 天 一 天 一 已 。 易 见 开 一 有 一 (z 一 0. xizz…*) ,其 中 心 一 0 
或 者 2, 并 且 x 是 无 限 不 循环 小 数 。 由 定理 3. 11. 1) 知 道 氏 一 巨 一 从 。 


习 是 


A 类 
1. 设 玖 是 一 个 集合 ,把 巨 中 狐 立 点 去 挤 后 刹 下 的 集 是 完全 集 


2. 证 明 任意 点 集 的 导 业 是 闭 集 。 
3. 设 41,… ,As 有 是 有 限 个 集 , 试 证 明 (CA1U… UA,) = A 


4. 证 明 直 线 上 的 疏 立 点 全 必 是 有 限 集 或 可 列 类 。 


5, 证 明 任 意 和 上马 集 的 内 让 全 体 成 一 开业 。 
6. 证 明 每 个 闭 集 必 是 可 列 个 开 集 的 通 集 ,每 个 开 集 可 以 表示 成 
可 列 个 闭 集 的 和 集 。 
“7. 证 明 直 线 上 开 集 全 体 所 成 的 集 的 势 是 让。 
8. 证 明 直 线 上 闭 集 全 体 所 成 的 势 是 只 ,直线 上 完全 集 全 体 所 成 
的 势 也 是 只。 
9. 证 明 xz) 在 La,pgj 上 连续 的 充 要 和 条件 是 对 任 一 实数 cy, 集合 
{XE€[La,bj;f(zr) 守 c} 和 {xzE[fa,bj:f(z) 过 c) 为 [a,bj 中 的 闭 集 。 
10. 证 明 求 闭 包 运 工 具有 下 面 的 性 质 ; 
1 Y= , 
2)4 二 4， 
3) (4)=A, 
4)AUB=AUB. 
11. 证 明 zE 4 的 充 要 条 件 是 存在 4 中 一 个 序列 {zx,) ,使 xz, 一 


12. 证 明 A 是 包含 4 的 最 小 闭 集 。 

13. 设 {O,}? 是 开 集 的 序列 ,[a,6]CO,, 试 证 站?O, 沪 [a,5]。 

14. 把 [0,1] 中 的 数 用 十 进位 小 数 展 开 , 有 理 小 数 规 定 展 为 有 限 
小 数 ,但 以 6 为 屁 数 的 有 限 小 数 规定 展 为 无 限 特 环 小 数 ， 证 中 [0， 1 
中 其 展开 式 中 不 用 数字 6 的 数 全 体 是 完全 集 。 

15. 设 {Fi,4E A} 是 一 集 族 , 如 有 果 任 取 有 限 个 集 下 9… 开 总 
有 [UY?Fi 了 闫 名， 那么 称 {Fi,AE A} 是 联 族 。 证明: 如 果 {F,AE A} 是 联 
族 , 并 且 每 个 Fi(XE A) 是 有 界 闭 集 , 那 么 们 ies 了 关 名 。 


B 类 


1. 记 40 一 4142 一 (40D) 4o+D 一 (4o) 。 试 构造 一 集 
A, 合 Amn 二 1,2,…) 互 不 相同 。 : 
2. 设 F(z) 是 [a,b] 上 任 一 有 限 实 函数 , 试 证 明 它 的 第 一 类 不 连 
续 点 全 体 最 多 是 可 列 集 。 
而 33 日 


3. 定义 :A,B 是 直线 上 两 个 点 集 , 如 果 A' 门 BCA, 那 么 称 A 是 
相对 于 B 的 用 集 , 如 果 对 任何 XEA4, 总 有 一 个 工 的 邻 域 (a,B), 使 得 
(a,B) 门 BCAh, 那 么 称 A 是 相对 于 B 的 开 集 , 证 明 ;A 是 相对 于 B 的 
症 集 ( 开 集 ) 当 且 仅 当 存 在 直线 上 的 半 集 已 ( 开 集 G) ,使 得 A 二 BF 
《( 刀 fiC)。 

4. 设 (a,5p) 是 闭 区 间 [a,5j] 或 开 区 间 (a,65), 了 是 (a,b) 上 的 有 限 
实 函 数 。 证 明 当 三 在 (a,p) 上 连续 时 ,对 任何 实数 c, 集 {zlzE(a'5)， 
三 cj) 是 相对 于 (a;8) 的 亲信 ; 条 全 GE 人 /之 c) 且 相对 于 《a,5) 
的 开 集 。 

5. 定义 ; 设 和 是 直线 上 的 点 集 ,z 是 直线 上 的 一 点， 如 果 对 任 一 
[7 站 4 为 不 可 列 无 限 点 ,那么 称 工 是 4 的 凝聚 点 。 证 明 : 

1) 任 何不 可 列 无 限 点 集 4 必 有 凝聚 点 ,而 且 在 4 中 必 有 一 个 点 
是 4 的 凝聚 点 ; 

2) 如 果 工 是 4 的 凝聚 点 ,那么 并 是 4 的 凝聚 点 的 极限 点 

3) 直 线 上 闭 集 的 势 除 了 有 限 、 可 列 外 必 为 从 。 

6. 如 果 直 线 上 集 4 的 导 集 4' 是 有 限 集 或 可 列 集 , 那 么 4 必 是 
可 列 集 。 / 

7. 直线 上 孤立 点 集 的 势 是 什么 ? 

8. 证 明 无 理 数 全 体 不 能 表示 成 可 列 个 闭 集 的 和 集 。 

9. 是 否 存 在 L0,1j 上 的 如 下 男 数 , 它 在 [0,1] 的 每 一 个 有 理 点 上 
是 连续 的 ,而 在 [0,1] 的 每 个 无 理 点 是 不 连续 的 ， 

10. 设 {17AEA)} 是 直线 上 的 一 族 开 区 同 , 如 果 门 居 知 ,那么 
UD7 必 是 开 区 癌 。 

11. 设 {Bi,4E 4} 是 一 族 含有 集 ， 称 它 为 集 M 的 覆盖 ,如 采 对 任 
一 a€EM, 有 某 个 使 a 是 B; 的 内 点 。 如 果 每 个 B， 部 是 开 集 ,那么 称 
(Bi,XE A} 是 M 的 开 着 姜 。 

设 下 是 直线 上 的 闭 集 ,{Bi,A4EA}) 是 下 的 一 个 惟 盖 ,证 明 必 存在 
有 限 个 Bi，…,Bi ,使 {Ba ,i 二 1,…n}) 成 为 FF 的 币 盖 

12. (Lindelfl f，Young 定理 ) 设 A 及 直线 上 的 一 一 个 全 {B;,AE 

。34 。 


A} 是 4 的 一 个 禾 盖 。 证 明 : 必 存在 {Bi,XE A} 中 至 多 可 列 个 集 {Ba sn 
二 1,2,…}), 使 (B } 成 为 A 的 复 盖 。 


第 五 节 ”历史 注 记 


集合 论 的 创建 者 康 托 (Cantor, 1845 一 1918) 出 生 于 俄国 的 一 个 
丹麦 一 犹太 血统 家 庭 , 以 后 和 他 的 父母 一 起 迁 到 德国 。1863 年 进入 


”柏林 大 学 学 习 工 科 , 在 那里 受 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass，1815 一 


1897) 的 影响 转 到 纯粹 数学 。1879 年 成 为 大 学 教授 . 

”当时 三 角 级 数 和 傅 利 叶 (Fourier) 级 数 是 一 个 研究 热点 。 与 三 角 
级 数 唯 一 性 有 关 的 问题 也 引起 了 康 托 的 兴趣 ,他 证 明了 如 果 对 于 一 
切 x, 有 一 个 收敛 的 三 角 级 数 表示 零 ,那么 系数 a, 和 bb 都 是 零 。 后 来 
他 1871 年 的 一 篇 论文 中 又 证 明了 即使 在 有 限 个 zx 值 上 不 收敛 ,这 

结论 仍然 成 立 。1872 年 他 又 把 唯一 性 的 结果 推广 到 允许 例外 值 是 
无 穷 集 的 情形 1874 年 他 发 表 了 关于 无 穷 集合 论 的 第 一 一 往 草 命 性 论 
文 ,在 这 篇 文章 中 , 康 托 疯 定 了 集合 论 的 基础 。 

康 托 称 集合 为 一 些 确 定 的 不同 的 东西 的 总 体 , 人 们 能 判断 一 个 
给 定 的 东西 是 否 属于 这 个 总 体 。 他 认为 一 个 集合 如 果 能 和 它 的 一 部 
分 构成 一 一 对 应 , 它 就 是 无 穷 的 .他 引入 了 集合 的 极限 点 . 导 集 、 第 一 
型 集 、 闭 集 、 开 集 、 完 全 集 等 概念 ,证 明了 开 集 的 构造 定理 ,定义 了 集 
合 的 并 与 交 。 他 认为 一 一 对 应 关系 是 基本 的 原则 ,两 个 能 够 一 一 对 应 
的 集合 称 为 等 价 的 ,或 具有 相同 的 势 (基数 ) . 康 托 还 引入 了 可 列 的 概 
念 ,并 且 证 明了 有 理 数 集 是 可 列 的 ,其 势 用 愉 。 表 示 。 他 证 明了 代数 
全 体 是 可 列 的 ,而 [0,1] 是 不 可 列 的 ,其 势 用 c 表示 ,他 还 引入 了 基数 
与 序数 的 理论 。 

集合 论 的 难点 集中 在 无 穷 集合 这 个 概念 本 身 。 在 整个 中 世纪 , 关 
于 是 否 有 实 实在 在 无 穷 多 个 对 象 的 集合 这 个 问题 ,哲学 家 们 看 法 不 
一 。 人 们 已 经 注意 到 这 样 的 事实 :把 两 个 同心 圆 上 的 点 用 公共 半径 连 
起 来 ,就 构成 两 个 圆周 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ,但 是 一 个 圆周 却 比 另 
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一 个 长 。 人 利 略 (Galilei，1564 一 1642) 研 究 过 无 穷 集 合 , 但 因为 它 的 
不 可 理喻 而 放弃 了 ,高 斯 (Gauss,， 1777 一 1855), 柯 西 (Cauchy, 1789 
一 1857) 都 不 承认 无 穷 集合 的 存在 。 

康 托 的 工作 解决 了 不 少 久 未 解决 的 问题 ,并 且 推 翻 了 许多 前 人 
的 结论 ,自然 很 难 被 立即 接受 。 他 关于 超 限 序数 与 基数 的 思想 引起 了 
当时 的 权威 克朗 涅 克 (Kroneckerr 1823 一 1891) 的 敌视 ,以 致 于 后 者 
粗暴 地 攻击 他 的 思想 达 十 年 之 久 。 庞 加 鞠 (Poincare，1854 一 1912) 也 
不 承认 康 托 的 工作 。 康 托 曾 一 上 度 精神 崩 汝 ， 但 他 在 1887 年 又 恢复 了 
工作 。 

尽管 如 此 ， 还 是 有 许多 卓越 的 数学 家 仍 深 为 这 新 的 理论 已 经 起 
的 作用 所 感动 。1897 年 第 一 次 国际 数学 家 大 会 在 瑞士 苏黎世 召开 ， 
胡 尔 维 蒋 人 Hurwitz，1859 一 1919) 与 阿达 玛 (Hadamard，1865 一 
1963) 指 出 了 超 限 数理 论 在 分 析 中 的 应 用 。 进 一 步 的 应 用 不 久 在 测度 
论 和 拓扑 学 方面 也 开展 起 来 。 希 尔 伯 特 (Hilbert，1862 一 1943) 在 德 
国 传播 了 康 托 的 思想 ,他 在 1926 年 曾 说 过 :“ 没 有 人 能 把 我 们 从 康 托 
为 我 们 创造 的 乐园 中 开除 出 去 .” 他 称 康 托 的 超 限 算术 为 “数学 思想 
的 最 惊人 的 产物 ”在 纯粹 理论 的 范畴 中 人 类 活动 的 最 惊人 的 表现 
之 一 ”。 罗 素 (Russell，1872 一 1970) 称 康 托 的 工作 “可 能 是 这 个 时 代 
所 能 夺 炊 的 最 伟大 的 工作 ”。 


es 二 大 


rr 一 四 人 “ 


第 二 章 测 度 


在 数学 分 析 中 一 个 有 界 平 面 区 域 G 的 面积 是 这 样 定 义 的 。 设 C 
CE=La,bjXLc,Qj, 用 和 矩形 网 把 EE 人 分割 成 有 限 个 算 形 Di,D;,…:， 
D,, 其 全 体 记 为 DD, 称 为 G 的 一 个 矩形 分 划 , 令 J={i€ {1,2,*…,n}， 
DPCG),O=tietl,2, ,DG 天 好) ,用 | 六 1 表示 矩形 万 的 面 
积 , 记 z 

Si:=sup\2erl Di)}, 

So 一 inf {ZeolD|}, 
分 别称 为 G 的 内 面积 和 外 面积 。 如 果 5S, 二 So, 那 么 称 G 有 面积 SC(= 
5S1 二 So)。 用 这 种 方法 来 度量 区 间 [0,1j 中 的 有 理 点 集 06, 我 们 不 难 
发 现 Sj 二 0,5o 二 1, 也 训 是 说 Co 没有 长 度 。 因 此 这 种 分 割 的 办 法 不 
能 度量 那些 “不 规则 ”的 点 集 。 本 章 的 任务 就 是 建立 一 种 新 的 度量 点 
集 长 度 面积 、 体 积 一 一 统称 为 测度 一 一 的 理论 ,使 它 既 与 数学 分 析 
中 的 面积 一 致 ,又 能 度量 那些 “不 规则 ”的 点 集 。 


第 一 习 ” 集 类 


为 了 讨论 测度 ,首先 要 讨论 作为 测度 定义 域 的 集 类 ， 

设 并 是 基本 集 , 由 民 的 某 些 子 集 生 成 的 集 类 称 为 X 上 的 集 类 。 

定义 1 XX 上 的 集 类 哆 称 为 一 个 环 , 如 果 对 任何 巨 ,FE 有 

EUFER,E—FER, 

如 果 还 有 苹 E 绝 ,那么 称 哆 为 X 上 的 代数 。 

由 定义 可 知 , 环 是 对 集 的 并 , 差 运 算 封闭 的 集 类 ,代数 是 对 余 运 
算 也 封闭 的 环 。 
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例 ] 设 X 是 一 个 集 , 那 么 玫 (X) 和 { 弛 ,X} 都 是 上 的 代数 。 

例 2 设 室 是 直线 上 有 限 左 开 右 闭 区 间 的 全 体 ,2, 是 宅 中 有 
限 个 元 的 并 的 全 体 ,那么 鹏 , 是 一 个 环 。 事 实 上 ,22。 对 并 运算 显然 是 
封闭 的 .为 了 证 明 多。 对 差 运 算 封 闭 ,假设 有 区 间 矿 = Ca, 的 ,六 = (ec， 
4d]。 显 然 我 们 只 要 考察 下 面 四 种 情形 : 

1)5b 过 ce, 此 时 Ti—1,=1; z 

2)a 志 cb<d ;此 时 TI 一 Ts= (ayc]; 

3)a 夺 cc 过 db ,此 时 降 一 1,= (a,cjjU (d Di 

4)c 志 a 二 b 夺 dy 此 时 一 I, 者 。 z 
可 见 不 论 哪 种 情形 都 有 1 一 I,€ 哆 。 如 果 去 掉 区 间 是 有 限 的 限制 , 那 
人 么 Ho 是 一 个 代数 。 

例 3 在 二 维 欧 氏 空间 R? 中 , 当 a 委 0,c<d 时 , 称 

民 = 一 (GZyy):a< xz 和 pc<<ySd) 

为 R? 中 的 左下 开 右上 闭 和 矩形 。 由 有 限 个 左下 开 右上 闭 和 矩形 的 并 的 全 
体 所 成 的 集 类 家 3 是 一 个 环 。 

注 1 如 果 鹃 (eaE4) 是 X 上 的 环 ( 代 数 ) ,那么 门 .ca 家。 也 是 一 
个 环 (代数 )。 

下 面 我 们 讨论 如 何 由 一 个 集 类 来 生成 一 个 环 (代数 )。 

定理 1] 设 2 是 上 的 一 个 集 类 ,那么 一 定 有 一 个 包含 的 最 
小 环 ( 代 数 ) 殉 , 即 有 环 (代数 ) 多 满足 | 

DECR; 

2) 对 任何 包含 2 的 环 (代数 )R' 都 有 胸 于 家 ' 

证 明 :用 构造 辅助 集 类 的 办 法 ,定义 

NA={%R' :ECH' CPB(X),R' 是 环 (代数 ))。 

由 例 2 可知 KY 非 空 。 令 静 = 门 zex 角 ,由 注 5 可知 统 ' 是 一 个 环 ， 
并 且 满 足 条 件 1) 和 2)。 / 

定义 2 定理 1 中 的 环 ( 代 数 ) 称 为 由 集 类 生成 的 环 ( 代 数 )， 
记 为 RR(8) (x (6)). 

例 4 用 多 表示 RR 上 有 限 左 开 右 闭 区 间 的 全 体 , 那 么 弦 ( 多 ) 就 
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是 例 2 中 的 农 ,。 四 

不 难看 出 环 只 是 对 有 限 并 运算 封闭 的 集 类 , 它 还 不 够 广泛 ,为 此 
我 们 引入 

定义 3 设 乡 是 上 的 环 , 如 果 对 任何 一 列 (£,}C9 都 有 

UE.ES : 

那么 称 是 天 上 的 一 个 o- 环 。 如 果 还 有 XE， 那么 称 儿 为 XK 上 
的 z- 代 数 。. 

由 定义 可 知 o- 环 是 对 差 和 可 列 并 运算 封闭 的 集 类 ,而 o- 代 数 则 
是 对 余 运 算 也 封闭 的 o- 环 。 

易 见 例 1 是 c- 代 数 ,而 例 2 不 是 c- 环 。 

定理 2 设 26 是 一 个 集 类 ,那么 必定 有 一 个 包含 6 的 最 小 o- 环 
(代数 ), 称 为 好 生成 的 c- 环 (代数 )。 

证 明 与 定理 1 类 似 , 只 要 把 辅助 集 定义 中 的 统 改 为 o- 环 ， 
或 vc- 代 数 就 行 了 。 

由 字 生 成 的 c-(c- 代 数 ) 常 记 为 52 (G)(Car(G))。 

推论 1 设 如 是 一 个 集 类 ,那么 522 (6)=59 ( 宠 (G)) 。 

证 明 : 因 为 22 (GB) 忆 G, 所 以 2 (G) 闸 有 天 (8) ,从 而 5 (6)D 
(2(G))。 反 过 来 ,由 86C 绝 (BE) 可 得 多 (@B)CS5 (RR(@))， 

推论 1 表明 从 一 个 集 类 2@ 直接 生成 c- 环 与 先生 成 环 , 再 由 环 生 
成 c- 环 是 一 样 的 。 

命题 1 设 6 是 了 上 的 一 个 集 类 ,那么 52 (8)CIECX: 存 在 
(天 CC 使 EC UiE.}。 

证 明 ; 令 A= 二 {ECX: 存 在 {E;}Ce 使 ECUYE.,})。 
易 见 -HLA 忆 EB 并且 H 是 一 个 o- 环 ,因此 2 (WU)CAH， 

定理 2 只 指出 存在 包含 8 的 最 小 o- 环 ,但 从 8 到 (8) 的 过 
程 是 很 复杂 的 。 例 如 要 对 任意 的 集 列 {E.}CE 构造 UE, 和 门 E,, 然 
后 再 用 这 些 元 组 成 的 集 列 构造 新 的 可 列 和 、 可 列 交 等 等 ,那么 是 否 可 
以 取 某 些 特殊 类 型 的 集 列 来 构造 可 列 和 与 可 列 交 呢 ? 注 I.1.2 表 明 
这 是 可 能 的 。 
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定义 4 及 上 的 集 类 MH 称 为 单调 类 ,如 果 对 A 中 任何 单调 

,} 部 有 limE,.E_A。 

例 5 CD (5 如 是 单调 类 ,而 左 开 右 闭 区 间 全 体 所 成 的 类 
不 是 单调 类 ， 

注 2 

1) 任 意 多 个 单调 类 的 交 仍 是 单调 类 ， / 
: 2) 对 任意 一 个 集 类 85CP(X) 一 定 有 包 售 3 的 最 小 单调 类 , 称 
为 8 生成 的 单调 类 , 记 为 UV(@); 

3)o- 环 一 定 是 单调 类 ; 

4) 单 调 环 一 定 是 o- 环 ,但 是 一 般 的 单调 类 未 必 是 环 。 例 如 Y= 
{C0,1.],[2,3j} 是 单调 类 ,但 是 . 友 对 并 运算 不 封闭 。 

定理 3 如 果 静 是 一 个 环 ,那么 5 ( 宏 ) 一 - 黎 ( 宏 )。 

证 明 ; 因 为 5”( 家 ) 是 包含 多 的 最 小 ec- 环 , 必 是 单调 类 ,因此 2 
(RDA R), | 

现在 证 明 5 ( 如 )C_HA( 哆 ), 由 注 2,4) 只 要 证 明 _U( 弦 ) 是 一 个 
环 , 也 即 证 明 如 果 EF,FEAH( 妇 ) ,那么 EUF,E 一 FE_A( 和 R)，。 

我 们 先 证 明 一 个 较 弱 的 结论 :如 果 EE 更 ,FEAM( 哆 ), 那 么 E 
UPF,E 一 FE-U( 鹃 )。 设 和 是 基本 集 , 对 ECX 定义 辅助 集 类 

RE)={FEA RIE—F,F—E,EUFEH (HR)), 

易 见 %(E)C_A( 哆 )。 进 一 步 ,RR(E) 是 一 个 单调 类 。 事 实 上 , 设 
{F,} 忆 RW(E) 单 调 , 那 么 对 任 一 nn,E 一 Ff,E .HY( 久 ) 单 调 , 因 此 lim(E 
一 了 Fi) 二 EE 一 limF EAHA(RR)。 类 似 地 可 证 lim 一 E,EUlimF.E€E .HA 
(家 ) 。 按 灭 ( 瓦 ) 的 定义 有 1imRE 丈 ( 开 ) ,也 即 如 (EE) 是 单调 类 。 当 FF 
ER 时 , 克 CR(E), 因 而 -UL (RW)CR(E), 所 以 (EE)= 二 .NA ( 琅 )， 
这 表明 当 EE 绝 ,对 任 一 FE_A(R),EUF,E 一 F,F~-EE_AM(R). 
交换 玉 ,F 的 位 置 , 可 知 当 EEE.HU( 久 ) 时 ,对 任 一 FE 更 有 EUF,E 
一 不 ,下 一 再 E .和 ( 鹏 ) ,从 而 多 性 (E)。 因为 殉 (E) 是 单调 类 ,有 AH 
( 纸 ) 必 RR(E), 从 而 UC( 久 ) 二 台 (E), 即 .HY( 名 ) 是 环 。 

推论 2 如果 KH 是 一 个 单调 类 , 绝 是 一 个 环 , 并 且 .未 一 家 ,和 那 
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AON)., 
证 明 . 因 为 .AVDA(R)=(R)。 
最 后 我 们 引入 一 类 特殊 的 基本 集 。 
定义 5 设 和 是 基本 集 , 宁 是 和 上 的 一 个 c- 环 ， 并 且 
X= Useak, 
那么 称 (X, 鹏 ) 是 一 个 可 测 空间 , 称 统 中 的 元 为 (XX, 哆 ) 上 的 可 测 集 ， 
简称 为 可 测 集 。 


习 炸 


A 类 


1. 设 腕 是 马上 的 一 个 集 类 ,证 明 受 是 环 的 充 要 条 件 是 下 面 两 
个 条 件 之 一 成 立 : 
1)o 对 任意 有 限 个 五 不 相交 集 的 并 运算 和 差 运算 封闭 ， 
2) 家 对 运 并 42“ 门 2，“ 一 ? 封 周 。 
2. 设 妇 是 一 个 集 类 ,证 明 呢 是 代数 的 充 要 条 件 是 对 “(jj ”、 
“站 ”“ 余 ”运算 封闭 。 
3. 设 腕 总 一 个 Ga- 环 ， 证 明 : 
1){ECX:EERC 直 者 户 人 EW) 是 一 个 o- 代 数 ， 
2){ECXENFE 光 对 所 有 的 FE 哆 } 是 一 个 o- 代 数 。 
4. 设 儿 是 瑟 的 全 类 ，, 求 下 列 情 形 的 环 宠 (GD): 
1)6= {El ,E.}: 
2) 叉 是 数 直线 ,BE 是 居中 开 区 间 全 体 ， 
3) 和 是 数 直 线 ,@ 是 形 如 (一 oo,a) 的 开 区 间 全 体 。 
5. 求 出 题 4 各 种 情形 的 代数 -er(@)。 
6. 证 明 直 线 上 的 开 集 、 闭 集 、 有 理 点 全 体 、 无 理 点 全 体 均 属 于 
SA (PR), 
7. 设 多 是 直线 上 开 区 间 全 体 所 成 的 类 证 明 统 与 多 张 成 的 
0- 环 太一 致 的 。 
* 4。 


8， 害 义 ; 设 {f(z):4E 4 是 定义 在 全 忆 上 的 一 窟 突 有 限 画 数 ， 
对 任何 实数 c, 令 v= 二 {zx:c 达 用 (ZT)), 由 类 2 二 {Ei}) 张 成 的 允 上 的 
0- 代 数 称 为 由 函数 族 { 甩 (ZT):AE A} 生 成 的 o- 代 数 。 

当 多 二 R 时 ， / 

1) 求 由 一 个 冰 数 signz 产生 的 0- 代数， 

2)》 求 由 匹 (z)( 不 起 过 工 的 最 大 整数 画 数 ) 生 成 的 5- 代数 ， 

3) 求 证 由 jz) 一 六 生成 的 qo- 代 数 是 2 (2 宠 0)， 

4) 记 Ro[a,5) 是 [a,65) 中 所 有 左 闭 右 开 区 间 全 体 所 生成 的 环 ， 
{(z)} 是 工 的 正 小 数 部 分 琐 数 , 求 出 由 ({z) 生 成 的 o 代数 与 GoL0，1) 的 
关系 ; 

5){ 户 (z):AE 4 是 直线 上 周期 为 2r 的 连续 函数 全 体 , 求 出 由 
(f(z);:AEA} 生 成 的 o- 代 数 与 多 (0,2x] 的 关 科 (So(0,27r] 是 (0， 
2x 中 左 开 右 闭 区 间 全 体 所 生成 的 环 )。 

9. 证 明定 理 2。 


B 类 


1. 设 弦 是 卫 上 的 一 个 环 ,A 是 大 的 一 个 子 集 ,证 明 52 ( 绝 ) 门 
4 一 2 ( 嘱 门 A), 当 呢 是 代数 或 4E 吏 时 (名 ) 门 4 是 A4 上 的 o- 
代数 。 

2. 设 表 ,. 太 都 是 大 上 的 环 , 并 且 1)_H 必 RW,2) 当 {E}? 是 HU 
中 一 列 王 不 相交 的 集 时 ,UT?TE:E_AHM ,证 明 .- 开 一 5A( 鹏 )。 


3. 设 殉 是 R 上 的 一 个 环 ,定义 久 ={E={(x,y):TE€EE}:EE 
RR,yER}), 求 出 5 ( 哆 ) 与 522( 静 ) 的 关系 。 

4. 设 HM 是 一 个 有 无 限 个 元 的 0- 代数 ,证 明 HM 之 c。 

5. 设 . 人 把 是 由 如 生成 的 o- 人 代数, 那么 MYM 是 祈 生 成 的 oo- 代数 
的 和 ,其 中 .多 取 遍 8 的 所 有 可 数 子 集 。 
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第 二 节 ” 环 上 的 测度 


本 节 我 们 讨论 环 上 的 测度 。 | 

定义 1 设 荆 是 基本 和 集 , 哆 是 了 上 的 一 个 环 , 函 数 A;: 宏一 
[0,coj 称 为 受 上 的 测度 ,如果 

1)Ap( 邓 ) 一 0， 

2) (可 列 可 加 性 ) 如 果 {E,}? 是 多 中 互 不 相交 集 的 序列 ， 并 且 
UE,.ER, 那 么 ACUTE 一 A(E,). 

性 质 2) 蕴 合 

2') (有 限 可 加 性 ) 如 果 玉 ,…,E, 是 统 中 互 不 相交 的 集 , 那 么 
AUIED) 一 ZTC 天)。 

满足 1),2 ) 的 函数 w 称 为 有 限 可 加 测度 。 

下 面 是 一 些 测度 的 例子 。 

例 1 设 系 是 基本 集 , 家 一 2(X)。 对 五 E 宛 ， 定义 h(E) 二 E 中 
元 素 的 个 数 , 那 么 y 是 一 个 测度 , 称 为 计数 测度 。 

例 2 设 X, 绝 同 例 2,zoEXo 对 EE 绝 , 定 义 j( 忆 二 1, 如 果 za 
EE;u(E) 二 0, 如果 zoE€E。 不 难 证 明 “是 一 个 测度 , 称 为 狄 拉克 
(CDirac) 测 度 。 

例 3 设 和 ,家 同 例 2 定义 CE)== 0, 如 果 玉 是 有 限 集 ;x(E)= 
co, 如果 五 是 无 限 集 。 易 见 上 是 一 个 有 限 可 加 测度 ,但 不 是 测度 。 

定理 1 环 有 上 的 测度 六 具有 以 下 性 质 : 

1) (单调 性 ) 如 果 E,FE 绝 ,ECF ,那么 uy(E) 志 (下); 

2) (可 减 性 ) 如 果 E,FER,ECF,p(E)<<oo0, 那 么 ju(F 一 E)==j 
(F)—p(E); 

3) (次 可 列 可 加 性 ) 如 果 {E,}?C 锡 ,EE WR,ECUE,, 那 么 uCE) 
ZT LE,); 

4)( 下 连续 性 ) 如 果 { 五 ,)CC 农 ,是 单调 增 序列 , UE,E 鹏 ， 那么 
SY (FE,)=lim(E,); 
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5)( 上 连续 性 ) 如 果 { 五 ,并 生 家 是 单调 降序 列 , 站 玖 ,E 农 , 并 且 对 
某 个 了 有 (Ej) 过 co, 那么 py( 门 YE,)==limp(E,)。 

证 明 ;1) 因 为 CF, 所 以 =EU (fF 一 E), 从 而 ux(F) 二 1(E) 十 
HK( 开 一 已 ) 之 Ap( 匹 )。 

2) 如 果 Hp(E)<oo ,那么 由 ]) 的 证 明 可 得 出 jy(F 一 EE) 二 (FF) 一 
u(E), : 

3) 令 Gi 二 ENE,G==(E 一 UE) 人 E(k 六 1),. 易 见 {Gi)} 是 咒 
中 互 不 相交 和 集 列 ,上 且 碧 == UG;, 由 可 列 可 加 性 和 单调 性 有 

u(E)=u(UG)= EG SEL(E,), 

4) 设 匹 o= 王 好, 由 可 列 可 加 性 有 

pCUTED)=p UT EE-))=Erp(E—E;1) 

—limBpy(E,—E;)=limB (uy(E))—n(E,1)) 
一 ]imA( 五 )) 。 

5) 设 pw(E)<oo ,对 1> 亡 令 杞 = 忆 一 忆 , 易 见 忆 CRC，， 
UFj=E;— 门 ?Ey 并且 p(BE)) 二 jp(F,) 十 4(E,)。 利 用 4) 有 

A(E)=pu( {7 E) tp( UtF)) 

=pu( YE,)+limp(F.,) 
—pu( NYE,)+pu(E;) —limu(E,). 
因为 y(E)<o0, 所 以 y(n?YE,)=limp(E,)., 

注 1 定理 1.5) 中 的 条 件 y(E);)< 二 co9 对 某 个 j 成 立 是 不 可 缺少 
的 。 例 如 令 互 ,= (ni 十 1…), 易 见 {( 五 ,) 单调 降 , 令 为 计数 测度 ， 
那么 limg《E,) 二 十 co, 但 是 人 站 ?YE 二 名 ,从 而 ACTi7 开 一 0。 

这 个 例子 也 说 明 2) 中 的 条 件 jC(E) 二 oo 也 是 不 可 少 的 。 

设 4 是 环 更 上 的 测度 , 集 EE 绝 称 为 零 测 集 , 如 果 A( 五 ) 一 0。 
如 果 pCE) 二 0,FCE, 且 FE 约 , 那 么 由 单调 性 有 py(F) 一 0。 但 是 ,一 
般 来 说 零 测 集 的 子 集 未 必 属 于 有 家。 例如 考虑 o- 代 数 { 儿 ,下 } 上 的 零 
测度 。 为 了 克服 上 述 困难 ,我 们 引 人 

定义 2 环 腕 上 的 测度 y 称 为 完全 测度 ,如 果 零 测 集 的 任 一 子 
集 都 属于 经 。 
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正如 下 面 的 定理 2 所 表明 的 ,要 使 环 灾 上 的 测度 成 为 完全 测 
度 ,关键 在 于 扩大 农 的 内 涵 。 

定理 2 设 / 是 c- 代 数 .er 上 的 测度 , 邻 NV={NEw ;1(N)= 
0),-oz 一 (EUR:EE-o PFCN 对 菜 个 NEN}), 那 么 7 是 一 个 o- 
代数 ,x 可 以 唯一 地 延 拓 为 .er 上 的 完全 测度 。 

证 明 : 先 证 -zy 是 一 个 o- 代 数 。 因 为 .x 和 -7 对 可 列 并 运算 封 
闭 ,所 以 -xr 也 对 可 列 并 运算 封闭 ,下 面 证 7 对 余 运 算 封闭 。 设 EU 
FE ,这 里 FCNE VY 对 某 个 NN 成 立 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假设 EN 
N= 二 名 (否则 用 FF 一 E,N 一 E 代替 下,N)。 这 样 EUF= (EUN) 中 
CN'UF), 因 此 (EUF)'=(EUN)'UCN 一 F)。 易 见 (EUN)'€ or， 
N 一 FCN, 因 此 (EUF)'€E .er， 

对 EUFE .xy (其 中 FCN 对 某 个 NEN 成立), 定义 (EU 
F) 二 py(E)。 先 证 这 个 定义 是 一 意 的 。 假设 EUF 二 EUF,, 其 中 下 ， 
CNEN ,于 么 EICEs UN;, 因 此 pj(ED)DSp(E) + pCNe) = (EE,). 
类 似 地 有 ju(E;) 志 pCE1) ,因此 ACE ) 一 ACE ) 。 

再 证 y 是 一 个 测度 , 易 见 :7 一 [0,co0],J( 名 )= 二 0。 为 证 可 列 
可 加 性 , 设 {BUP)? 是 -ex 中 互 不 相交 集 的 序列 ,FCN;E .VW, 闭 

人 么 UY?TCEUF)= (UTE) UCUTF), 且 E; 互 不 相交 , UYFiC 
了 N:EN。 因此 yw(UY(E, UF))= UrE,)= ZA(E)= 3A(E U 

。k 的 完全 性 是 一 目 了 然 的 。 

“上 后 证 明 延 搞 的 叭 人 狂 设 了 是 在 卫 上 的 另 个 是 折 和 
UFE.xy ,这 里 FCN 对 某 个 NEAN, 有 1(E)=7Y(E) 寺 YC(EUF) 过 
7Y(EUF)EY(E)+YON)=4(E),P YEUF)=4(E)= (EU 
F). 

测度 y 称 为 y 的 完备 化 ,Jz7 称 为 -ex 关于 4 的 完备 化 。 

定义 3 设 贸 是 卫 上 的 环 ,4 是 训 上 的 测度 。 如 果 EEEGR,p1 
(EE) 一 0, 那么 称 有 有 限 测度 。 如 果 任 一 EE 哆 都 有 有 限 测 度 , 那 
么 称 是 有 限 测度 。 如 果 和 E 农 , 且 y( 久 ) 二 0o, 那 么 称 是 全 有 限 

的 。 如 果 EE 纪 , 并 且 有 一 列 {Ei}?C 绝 ,使 ECUYE,,u(E;) 二 oo, 那 
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么 称 五 有 co 有 限 测度 。 如 果 每 个 五 E 灾 都 有 co- 有 限 测度 ,那么 称 Aw 
是 co- 有 限 的 .如 果 XE 经 ， 并 且 针 有 oo- 有 限 测 朗 ， 奢 么 称 py 是 全 0o- 有 
限 测度 。 

定义 4 设 ( 久 , 弦 ) 是 一 一 个 可 测 空间 ,x 是 灾 上 的 测度 ， 那么 称 
【《X 有 到 ,1 是 一 个 测度 空间 。 


站 着 


A 关 


1]. 设 jsyf4 及 统 上 的 测度 ,al,'" aE[0, 十 oo), 那 么 
21ai1 天 人 玉 上 的 测度 。 / 

2. 设 Ap 是 鹃 上 的 测度 ,{ 瓦 )}C 家 ,那么 yimE,) 才 limy(E,)， 
如 果 PCUFED)<co, 那 么 yimE;) 之 limy(E,)。 

3. 设 风 是 家 上 的 测度 ,天 ,E 静 ,那么 KRCE) 十 AR) 一 AU 
F)+u(ENE). : / 

4. 设 1 是 窜 上 的 测度 , 忆 E 死 ,定义 ya(4)= 二 (A 站 E),Y AE 
22) 那么 ji 也 是 哎 上 的 测度 。 

5. 设 {pn} 有 是 环 灾 上 一 列 测度 ,并且 对 一 切 瓦 后 鹃 ,以 及 任何 自 
然 数 nn, 都 有 jp,《E) 世 1, 证 明 


nu(E)=3” pA (EE€R) 


也 是 角 上 的 测度 ,并 且 满 足 j(E) 寺 1] (EE 绝 )。 
去 掉 条 件 pn(E) 志 1, 证 明 jE) 仍 是 名 上 的 测度 。 
6. 设 /是 环 宽 上 的 测度 ,如 果 对 一 切 EE 哆 ,jy(E) 志 1, 证 明 j 
的 尺子 全 体 至 多 是 可 列 全 (这 里 “原子 ?是 指 鹃 中 的 一 种 单 点 集 (并 )， 
nu({z})>0)., z 
7. 设 {16}? 了 是 环 玉 上 的 一 列 测度 ,并 且 对 任何 羽 人 E 弦 ,极限 
limpe( 丽 ) 存 在 ，, 记 为 AR(E)。 证 明 A 是 宽 上 非 负 , 空 集 上 取 值 为 0 的 
有 限 可 加 集 函 数 , 并 举例 说 明 Ap 未 必 是 哆 上 测度 。 
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B 类 


1. 设 g(Cz) 是 尺 上 单调 增加 ，, 右 连续 函数 , 当 (ay,B]E. 开 时 定义 
ga 8) 一 eg(08) 一 g(a)。 

证 明 这 个 集 闷 数 g 可 以 唯一 地 延 拓 成 绍 ,上 的 测度 ,P、 纪 6 的 
定义 同 例 1.2。 

2. 设 2 是 直线 上 开 区 间 的 全 体 ， 作 宛 ' 上 的 集 函 数 Mo 如 下 
m' (ay 有) 一 B 一 as 证明 m' 必 可 唯一 地 廷 拓 成 宽 (2 0) 上 的 测度 。 

3. 设 2 是 平面 上 左下 开 右 上 闭 的 起 形 (ae,b]X(cd] 一 ((x， 
y):a<<Zz 委 bc<y 和 cd)} 全 体 , 作 5 上 的 集 函 数 ma 如 下 

MK(asp xx(cadj) 一 (一 ca) Cd 一 c)， 

证 明 闵 必 可 唯一 地 延 拓 成 死 ( 思 ) 上 的 测度 。 

4. 设 家 ,Cn 一 1，2，…) 是 集 和 总 上 的 一 列 环 , 并 且 灾 开 死 ;C 
又 设 p64 及 R, 上 的 测度 ,并 且 对 任何 EE 宠 ,, 当 7 它 凡 时 ,人 ( 匹 ) 一 
jn( 巨 ) (通常 称 为 {4} 在 { 妇 ,)} 上 是 符合 的 )。 证 明 

1) 腕 一 U7 表 是 左上 的 环 ; 

2) 和 定义 鹃 上 郴 数 p: 对 每 个 已 E 宽 ,有 某 个 ma 使 已 E 殉 ,规定 8 
(E) 二 jn(E)。 证 明 pj 是 更 上 非 负 , 空 集 上 取 值 为 零 的 有 限 可 加 集 函 
数 (j4 未 必 是 名 上 测度 )。 

5. 证 明 ; 有 限 可 加 测度 pj 是 测度 的 充 要 条 件 是 六 有 下 连续 性 ; 
如 采 PCX)<co( 和 E 家 )， 那 么 有 限 可 加 测度 六 是 测度 的 充 要 条 件 是 
上 有 上 连续 性 。 

6. 设 j 放 是 环 坟 上 的 测度 ,证 明 ， 

1) 如 果 E,FER,1(EAF)=0, 那 么 jy(E)=1u(F); 

2) 如 采 jCEAF) 二 0, 那 么 称 巨 等 价 于 下 , 记 为 ~ 下 证明“~ 
及 一 个 等 价 关 闲 ; 

3) 如 采 五 ,下 E 静 ,定义 p(E,F)= 二 ju(EAF), 证 明 p(E, Op 
(EE,F) 十 Pp(F,G) 对 所 有 的 ,FR,GE 哆 成 立 。 

7. 构造 一 个 正 测度 的 咏 度 完全 集 。 
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第 三 外 测度 


”本 节 将 从 对 上 的 一 个 集 类 @ 上 的 函数 p:5 一 [0,o0] 出 发 ,给 出 
定义 在 由 2 决定 的 一 个 o- 环 E(BE) 上 的 外 测度 kw" ,然后 再 用 卡拉 
泰 屋 独 利 (Caratheodory ) 条 件 定义 2 (8B) 的 一 个 子 类 B81, 它 也 是 
一 个 o- 环 ,使 J" 成 为 86" 上 的 测度 。 

定义 1 设 家 是 和 上 的 一 个 c- 环 ,函数 Ap ;家 一 [0,co] 称 为 外 
测度 , 如果 

DD)’ (CG)=0; 

2) (单调 性 ) 对 4,BER,ACB 有 pp*' (A) 志 4' (8B); 

3) 次 可 列 可 加 性 ) 如 果 {(4))C 家 ,U4iE 殉 ,那么 乓 (CU4D) 委 
Zu (4i)。 

可 见 外 测度 是 较 测 度 为 弱 的 一 种 函数 。 

定理 1 设 尹 是 世上 的 一 个 集 类 ,po:@ 一 [0,co] 满 足 p(B)= 


1) 令 
2 (GE)= {ECX: 存 在 {E;}C8 使 ECUYE,}， 
那么 EGG) 是 一 个 o- 环 ; 
2) 对 AE XY(E) 令 
HA (A)=in{ (27 PE) :EES 并 且 ACUYE,)}, (1) 
那么 5 是 (8B) 上 的 外 测度 。 

证 骨 :1)EE) 对 差 运算 显然 封闭 ,所 以 只 要 证 明 (EE) 对 可 
列 和 运算 封闭 。 设 {E}Ce2t (BE), 那么 对 每 个 EE, 有 {E07?CE 使 EE 
CUXZE7?。 显然 UECUXIUPEW, 因 此 UU EE (8)， 

2) 由 p( 名 )==0 可 得 jy" (名) 二 0。 为 证 单调 性 ,只 要 注意 到 如 果 
4C 有 ,那么 (人 ECG:BCUPRDTC(ETCG:4CU2:E)。 现 证 
次 可 列 可 加 性 。 设 {E;}Cet (G),e>>0。 由 六 的 定义 可 以 选取 五 ?GE 
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2 ,使 已 CU2 ED ,并 且 Pip(EP) 委 Ap (B) + 令 下 一 电 已 , 那 
么 ECUP;U2 ED ,并且 i (EE SL ED CS (E)+ 
三 ) 一 2 (EE;) 十 e。 令 e>0 即 得 次 可 列 可 加 性 。 


2 
注 1 一 般 来 说 ,x' 不 是 测度 。 例 如 令 了 =[0,1j],={ 儿 ,[0， 
1]}。 在 2 上 定义 pb; 使 pC(@)=0,p([0,1]) 二 1。 这 时 对 任何 非 空 集 
EE P(X) 有 py*(E)==1, 于 是 
pg | C0, 二] + 人 [和 ,1 =2 去 1=p* | [0, 填 ]U (二 ,1] 、 
现在 我 们 要 从 2 (8B) 中 取出 一 个 子 类 8' ,以 期 p*' 限制 在 2 * 
上 是 一 个 测度 集 4E2C (GE) 称 为 六 一 可 测 的 ,如 果 对 任何 字 E 
2 (BE) 有 z 
Ap (E)=p* (EU A)+p’ (EA), (2) 
也 即 4 称 为 太一 可 测 , 如 果 4 可 以 "分割 测 量 ”22 (G) 中 的 任意 一 
个 集合 已。 由 次 可 加 性 ,(2) 等 价 于 
pe ( 开 ) 之 Ap (EU A)+pr' (EA)., (3) 
如 果 jp (EE) 二 0, 那么 (3) 恒 成 立 , 因 此 AE BC (EB) 是 py' 一 可 测 的 当 - 
且 仅 当 (3) 对 如 (8) 中 一 切 有 有 限 外 测度 的 子 集 巨 成 立 。 
定理 2( 卡 拉 索 屋 独 利 定理 ) 设 2.p、 如 (BE)、p'、B' 定义 如 
上 ,那么 8' 是 一 个 o- 环 ,pu' 是 8" 上 的 完全 测度 。 
证 明 ; 证 明 分 五 步 。 
一 、 证 明 @* 对 差 运 算 封 闭 , 设 A,BE@" ,那么 对 EE BG) 有 
Ap (E)=p° (E—A)+p’ (ENA) 
=p’' (E—A)+p’ (ENANMB) 
+pg’ ((E(1A)—B) 
一 Ap (E—A)+p* (ENANMB) 
十 Ap (EN (A— 8B)) 
之 ux" (E[\(A—B))+p" (E—(A—B)) 
(见习 题 1 .1(A)2.3)), 因 此 A 一 BE€E@'，。 
e 9 。 


二 .证 明 G 对 并 运算 封闭 。 易 见 
4"(E)=£p" (E(1A)+p4* (E—A) 
=p" (E[(1A)+p* (AE—A)IIB) 
十 Ap (E—A—B) 
之 £2" (Ef\ (AUB))+p’ (E— (AUB)) 
( 见 图 1), 因 此 AUBE2'， 


图 1 


三 ,证 明 @* 对 可 列 并 运算 封闭 。 设 {4} 是 2' 中 不 相交 集 的 序 
列 。 令 B.= 二 Uihj,B8 二 UrA;。 对 EECE(EB) 有 
AP (EUB,)=p4° (E(B,{\A,)+p’ (ENB,— A,) 
=p" (E[(1A)+ 4 (Ef B,-1). 
由 归纳 法 可 知 py* (EB.) 二 Zip" (E 门 4j)。 叉 因为 86' 对 并 运算 封 
闭 , 有 
AL (E)=p" (E(B,)+ 41" (E— 2B,) 
之 21TA (E[1A;)+ pp" (E—2B) 
令 一 co 得 
AH ( 瑟 ) 之 玖 1 (E[(NA,)+ 4 (EB) 
之 py (UY (CE 站 AD)D) 十 A (五 一 已 ) 
DO。 


一 Ar (EMNB)+p’ (E—2B) 
这 表明 B 使 (2) 式 成 立 , 因 此 BEG ,从 而 8' 是 o- 环 。 | 

四 证明 jy* 在 6 上 有 可 列 可 加 性 。 令 = B，, 由 (4) 即 得 p (B) 
一 2TA (di)。 

五 .证 明 y* 是 8* 上 的 完全 测度 。 为 此 要 证 如 果 pe* (4) 二 0, 那 
AEG, 对 GE (GE) 有 

x" (E)<u" (ENMNA)+u’ (E—A) 
一 Ap (E—A)<ru’ (E). 
因此 (2) 式 成 立 , 从 而 4ECG 。 

考虑 到 我 们 要 构造 的 测度 往往 要 求 在 事先 给 定 的 环 上 取 给 定 的 
值 ,因此 我 们 对 把 环 上 的 测度 扩张 到 o- 环 上 的 情形 给 予 特别 的 注 
意 。 

定理 3 设 家 是 X 上 的 一 个 环 ,p 是 灾 上 的 测度 , 太 是 2 
(家 ) 上 按 (1) 定 义 的 外 测度 ,那么 

1)u’ |a= 4; 

2)52 (RCE', 

证 明 ;1) 设 EE 吻 , 取 41 二 EE,Aj 二 名 对 j 守 2。 那么 玉 (4;) = 
kK(E), 因 此 pj'(E) 志 pu(E)。 男 一 方面 , 设 {Aj)CR,ECUAhj, 令 B 
一 EF 门 (4, 一 U1 "4;), 那 么 {B,} 是 声 中 互 不 相交 集 的 序列 ,并 且 U 
B, 二 EER, 因 此 py(E)=271(B,) 夺 B27?py(A;)。 这样 p(E) 志 pj" (E)。 

2) 因 为 8* 是 一 个 ec- 环 ,所 以 只 要 证 明 灾 CG” . 设 4E 农 ,对 五 
E 2 天) 和 e>0 有 (BC 灾 使 有 CUBi 并 且 27HACBi)<Ap (E) 
十 e。 因 为 4 在 R 上 有 可 加 性 ,所 以 

AH (E)+e 守 DB NA)+T BA) 
之 Ap (站 4) 十 p (E—A). 
令 ce->0, 即 得 (3), 因 此 AE@"， 

定理 3 表明 43" 上 的 测度 jy* 是 强 上 的 测度 py 的 扩张 。 用 不 同 的 

办 法 可 能 得 到 不 同 的 8* 和 不 同 的 jy* ,但 是 把 这 些 py* 限制 在 如 上 
却 是 一 致 的 。 那 么 限制 在 “2( 有 ) 上 又 如 何 呢 ? 
. | . 


i phot. 。 | 
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定理 4 设 灾 是 X 上 的 环 ,w 是 灾 上 的 测度 ,Ap 是 按 (1) 定 义 
的 外 测度 。 如 果 Y 是 jy 在 ( 品 ) 上 的 一 个 扩张 ,那么 对 EE9( 绝 ) 
有 7Y(E) 志 pj" (E) ;如 果 jp*(E) 过 oo, 那么 Y(E)==p*(E)。 因此 如 果 1 
是 vc- 有 限 的 ,那么 在 2 到 ( 灾 ) 上 的 扩张 是 唯一 的 。 

证 明 : 设 瓦 ES2( 朋 )。 因 为 52( 死 )CEBG CBE(%R), 存 在 {A;}CC 
家 使 ECUPF4。 因 此 7Y(G) 委 守 7(4) 一 于 HG4)。 由 人 1) 有 

7(E)<p (下 )。 (5) 
记 4 二 U4j,; 则 AE( 哆 ), 从 而 4AEGB' ,由 测度 7Y 和 jy*/e' 的 下 连 
续 性 有 

7(A)=lim(U?A;,)=limp(U?A,)=4" (4). (6) 
如 果 pj*(E) 二 0o, 那 么 可 以 选取 上 述 的 4; 使 jy* (4) 志 Zp* (A)) 
过 pj" (EE) 十 e。 由 py.* 的 单调 性 以 及 (6) 和 (5) 有 

Ap (Ep (MA)=7(A)=7Y(E)+7Y AE) 

YE)+p’ (A—E)<Y(E)+e, 

令 e->0, 即 得 jy" (E)==7Y(E)。 

如 果 py 是 o- 有 限 测 度 , 由 定义 2. 3 存在 {4j})CC 绝 ,使 ECUAj,r 
(4i)<co。 不 失 一 般 性 可 设 4 互 不 相交 ,于 是 

"(EE)= Bu (ENAD)=EY (ENA,)=7(E). 


习 通 


A 类 


1. 设 及 是 可 列 无 限 集 ,及 二 {ryzzos'"* Tn，"…*),F 是 开 中 有 限 
子 集 所 成 的 环 , 对 任何 正如 ,pn(E) 是 巨 中 名 的 个 数 ,12《E) 二 ajn 
(E)(a 是 常数 )。 证明 jr ，A 都 是 2 ( 鹏 ) 上 的 测度 。 
2. 设 鹏 是 中 上 的 六 环 , 六 是 鹃 上 的 测度 ,证 明 26<( 静 ) 上 的 集 
画 数 
ue (E)=in{f{u(F)|ECFER) 
是 外 测度 。 
。62 。 


3. 设 吏 是 天上 的 环 ,1 是 统 上 的 测度 ， 
1) 证 明 jp 零 测 集 全 体 是 静 的 子 环 ,并 举例 说 明 不 必 专 o- 环 ; 
2) 举 例 说 明 家 虽 不 是 o- 环 ,但 /一 替 测 集 全 体 却 是 o- 环 ; 
3) 如 果农 是 0- 环 ,那么 [一 过 测 集 全 体 ' 必 是 o- 环 。 
4. 设 妇 是 天 上 的 环 ,4 是 信 上 的 测度 ,1 是 p 一 堆 测 全 的 所 
有 子 集 全 体 , 妇 V 是 一 切 E=(FUNi) 一 Ns(FE 史 ,Ni,N;E 人 ) 的 全 
体 , 并 规定 Jj/(E) 二 jCF)。 证 明 pj 是 0- 环 在 妇 上 的 完全 测度 。 
5. 设 妇 是 天上 的 环 ,p 是 SG2 ( 顺 ) 上 的 o- 有限 测度 。 举 例 说 明 
当 限制 在 统 上 时 ,jy 不 是 统 上 的 oo- 有限 测度 。 
6. 设 家 是 买 上 的 环 ,myj 是 52 ( 弦 ) 上 两 个 o- 有 限 测度 ,并 且 
对 一 切 EE 统 ,j(E) 二 jo(E) ,举例 说 明 在 5 (RB) 上 可 以 jn 六 。 


B 类 


1. 设 灾 是 买 上 的 ao- 环 ,1 是 腕 上 的 测度 , 作 2 ( 史 ) 上 的 集 士 
数 ps 如 下 : 当 五 E.222( 灾 ) 时 ， 
pe (E)=sup(L(F): EOFE NR). 
称 j, 为 内 测度 , 付 论 内 测度 的 性 质 。 
2. 设 妇 是 天 上 的 代数 ,pj 是 妇 上 的 测度 ,并 且 jy( 革 ) 过 co, 定 
Le (《 玉 ) 一 AAA) 一 AH (KE),EE (NR)., 
称 Ar, 为 内 测度 ,讨论 1, 的 各 种 性 质 。 当 弦 是 0- 代数 时 ,讨论 这 里 的 
Ap 与 第 1 题 中 As 的 关 条 。 

3. 设 吏 是 及 上 的 o- 代 数 ,y 及 妇 上 的 有 限 测 度 ,J, 且 XC ( 宛 ) 
上 的 内 测度 , 当 EEEECC( 久 RR) 时 pj, (EE) 二 supi4(F);EDFE 人 R} ,证 明 
EER' 当 且 仅 当 pj" (EE)= 二 1. (EE)., 

4. 设 妇 是 承 的 某 些 子 集 所 成 的 环 ,p 是 妮 上 的 测度 , 任 取 上 
CX, 记 Rp 一 (F:FERR,FCE),pe 是 1 在 环 统 E 上 的 限制 22 ,jE 
是 SGBg 上 He 按 卡 拉 泰 屋 独 利 条 件 的 扩张 。 举 例 说 明 Rs 关 R'E， 

5. 举例 说 明 环 如 上 测度 4 按 卡 拉 泰 屋 独 利 条 件 所 得 的 扩张 

* D3. 


R" :Ap 并 不 一 定 是 完 ,Aw 的 最 大 扩张 。 

6. 设 /下 0- 环 吏 上 的 gc- 有 限 测度 ,- 外 是 殉 中 测度 为 需 的 
集 的 所 有 子 集 全 体 ,那么 

1)%* = (RUN), 

2) 对 任何 ER' ,总 存在 FE 绝 ,N1.N;EN ,使 EE 二 (FUN) 
—N,; 

3)2) 中 的 EF 满足 jy*'(E) 二 (FF)。 

7. 如 果 放 是 更 上 的 oo- 有 限 测 度 , 那 么 

1) 腕 "中 任何 集 必 可 表示 为 9F( 吻 ) 中 集 与 一 个 1' 一 索 测 集 的 
差 ， 

2)2 受 "中 任何 集 必 可 表示 成 5F( 弦 ) 中 集 与 一 个 jv*' 一 替 测 集 的 
和 。 

8. 如 采 jy" 是 一 个 外 测度 ,{4j}Y 是 不 相交 的 J* 一 可 测 集 序列 ， 
那么 py*(ENNCUTYA;))= 二 B37? CE 门 4;) 对 任 一 CX 成 立 。 


第 四 节 ”直线 上 的 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 测度 


本 节 我 们 将 把 前 几 节 的 结果 用 到 基 ==R 的 情形 。 在 例 1. 3 中 我 
们 定义 了 集 类 人 (直线 上 有 限 左 开 右 闭 区 间 的 全 体 ) 和 多 ,( 中 有 
限 个 元 的 并 ) ,并且 指出 统 , 是 一 个 环 ,现在 我 们 要 在 环 多 ,上 定义 一 
个 测度 .9R 中 任 一 元 已 可 以 分 解 为 2 中 有 限 个 元 的 并 ,EE 一 U?Ca;， 
b;j, 称 这 种 分 解 为 初等 分 解 , 显 然 玉 的 初等 分 解 不 是 唯一 的 ,但 是 我 

们 仍 可 以 用 初等 分 解 来 定义 五 的 测度 。 
对 于 征 义 在 闭 区 间 [Le,b 引 上 的 函数 了 总 可 以 按 下 面 的 方式 延 拓 

成 为 R 上 的 阻 数 ， 

[f(a) 对 zx<a， 

HD |p 对 z6. 

因此 下 面 我 们 只 讨论 把 RR 映 到 RR 函数 。 
设 1:R>R 是 单调 增 函 数 , 那 么 由 例 I.3.1 可 知 f 在 每 一 点 都 

昌 bd . 


有 左 、 右 极限 : 

flaT)= lim / (x)=inf/ (x) ， 

f(a )= lim f (x)=supf (7) 。 
而 且 极 限 

1 co) 一 sSUP7(z)， 

TE 

1(—0%)~=inff (2) 
也 都 存在 (可 能 等 于 十 co). 如 果 f(a)= 二 f(a?), 那 么 称 f 在 a 点 右 连 
续 ; 如 果 了 在 任意 一 点 a€R 都 右 连续 ,那么 称 /在 R 上 右 连 续 ， 


定理 1 设 g:R 一 R 是 右 连续 增 函 数 ,EE Ro 的 初等 分 解 为 EE 
一 UICai,6ij, 定 义 


Le(E)= 2 (gg(0)— g(ai)), (1) 
那么 Hs 是 R。 上 的 测度 。 
证 明 :首先 指出 (1) 表 明 
Ar((a 5) 一 gr(O) 一 &5(Ca)。 (2) 


我 们 先 证 明 Am 是 一 意 确定 的 , 即 不 依赖 于 统 。 中 元 的 初等 分 
解 。 首 先 考虑 = (a,5bj 的 情形 , 设 (a,6]== Ui(ai,6;j], 《ai,5b;j 互 不 相 
交 。 不 妨 设 a=ai 去 六 一 az<0 一 …<< 久 一 和, 因此 

Flg(b)— g(ai)]=g(6)—g (a)., (3) 
对 一 般 的 ,假设 EE 有 两 种 初等 分 解 :E== UiI= U7?Jj,Ii、J; 都 是 左 
开 右 闭 区 间 , 7;} 互 不 相交 ,{Jj)} 互 不 相交 .因为 I= 二 UzT 人 Jj, 而 了 
.不 是 空 集 就 是 左 开 右 闭 区 间 , 因 此 由 (3) 有 

Zip (T= BET LT) = Bp))s 
于 是 一 意 性 得 证 。 

下 和 面 证 明 Hg 是 一 个 测度 。 因为 名 二 (ayaj], 所 以 HG )=0,。 由 
定义 易 知 ys 具有 有 限 可 加 性 。 现 证 ys 具有 可 列 可 加 性 。 设 {1;} 是 狐 
中 互 不 相交 元 的 序列 ,并 且 I 二 Ur?IjE 纪 B, 因 为 1 是 有 限 个 左 开 右 闭 
区 间 的 并 , 且 已 知 ps 具有 有 限 可 加 性 ,可 以 假设 I=(a,b5]。 于 是 有 

ps DD)= pe UI pel — U11)) 
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之 js (Ui;)= Zip (1))。 
令 n->co0，, 得 到 je《(7) 之 台 p(T;)。 为 证 反方 向 的 不 等 式 , 先 假设 一 oc 
<a<8< 十 co。 因 为 g 右 连续 ,对 s>0, 有 90, 使 (Ca 十 3) 一 8(Ca) 
之 eo。 设 1==(aj,b;j ,那么 对 任 一 7 ,有 5; 之 0, 使 gC(bj 十 6)) 一 g (bj;) 达 el 
2/,。 易 见 开 区 间 族 ((aj,V; 十 0))}? 覆盖 有 界 闭 区 间 [a 十 6,51。 由 有 限 
履 盖 定理 ,不 妨 设 {(aj,bj 十 5))) 放 1! 履 盖 [a 十 6,5j], 并 且 aa<as<…< 
an bit OE (Cab (=1,.,N—1)。 因 此 
La (1)=g(b)— g(a)g 6)—g(a+d)+te 
gpg(b+ONn)—g(a)te 
~g(bnt+én)—glan +E g(a) — g(a))l+e 
<glbnt+on)— gan)+ Er gbt+6;)—g a) +e 
gbv)—glan) te/2" + Eig(b,)— ga)+e/2’]+e 
EN) +2eS Er p(T) + 2e. 
令 e>0, 即 得 jy4(D) 志 7Ypsl1)) ,因此 p44(1D)= 台 py(1))。 
如 果 a 二 一 co,( 一 品 ,6 二 UYT;, 那 么 用 一 M 代 一 co , 记 了 一 
(一 M, 拉 站 六 ,由 上 面 的 证 明 有 gC(6) 一 g (一 MB? p(T 所 ps 
(J))。 令 M> 十 oo, 即 得 g(6) 一 g( 一 0) 志 玉 pr(1)。 如果 4= 十 oo， 
”类似 地 可 证 g( 十 ceo) 一 8 一 co) 委 2 Ar (Tj) ,而 反方 向 的 不 等 式 显然 
也 成 立 ,因此 jw(7)=27j(1)) 恒 成 立 。 
我 们 已 经 在 吧 , 上 定义 了 测度 ys, 现 在 来 具体 计算 Ca,6),[a， 


5),[a , 扫 的 测度 。 因 为 (a,0) 一 UY (ab 一 一 ], 而 测度 具有 下 连续 性 ， 
因此 


pa.6)) =limg, (asb— 寺 ] 
， 了 
一 lim| gC 一 土 ) g(a)| 
=g(b )—g(a), (4) 
类 似 地 ,因为 [a,5) 一 站 ?| a 一 十 ,6 ,[a,61= 站 ? 4 一 凸 ,6 |, 利 用 测 


.DG， 


度 的 上 连续 性 可 证 
uC[asb))=g(b ) 一 CCa ); (5) 
LaLab))=g 6)— g(a ), (6) 
下 面 我 们 来 讨论 为 什么 要 求 函 数 g 具有 右 连 续 性 。 假 设 js 是 
2, 上 的 测度 ,并且 jw((a,51) 二 g(5) 一 g Ca), 那么 由 测度 的 连续 性 
就 有 C4),(5) 和 (C6)( 在 推导 (4)、(5)、(6) 时 并 没有 要 求 g 具有 右 连 
绪 性 )。 注 意 到 单 点 集 {a} 有 两 种 表示 


‘a}= 站 YY a 一 工 ,a |， (7) 
(oj}= nzl aa+ 寺 | (8) 
由 (7) 和 测度 的 上 连续 性 有 
paC{a)) =lim| g(a)—g(a—l)| 
=g(a)—g(la  )。 (9) 
由 (8) 和 测度 的 上 连续 性 有 


g(a )—g(a-) 
~g(aT)—g(la  )。 (10) 
显然 (9)、(10) 两 式 的 右 端 应 该 相等 ,因此 g (a+) 二 g(a), 这 表明 如 果 
我 们 用 一 个 单调 增 函 数 g 按 (1) 式 在 统 ,。 上 定义 了 一 个 测度 ,那么 g 
必须 是 右 连 续 的 。 | 

由 定理 3.1 和 3.2 可知 ,pw 在 如 ( 统 0) (二 多 ( 哆 )) 上 定义 了 一 
个 外 测度 jr ,pi 一 可 测 集 全 体 记 为 2 ,是 一 个 c- 代 数 , me 限制 在 
< 上 是 一 个 完全 测度 。 这 个 测度 称 为 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 (Lebesgue 一 
Stieltjes ) 测 度 ,简称 为 L 一 5 测度 , 仍 用 je 记 之 。52 中 的 元 称 为 勒 
贝 格 一 斯 带 阶 可 测 集 ,简称 为 L 一 S 可 测 集 。 易 见 对 任 一 ESC, 有 

ps(E)=in{ {BT ps aj,6;]): ECUY (aj,b;)) 
~inf (2? [ge;)—g(a;) :ECUY a,b;)}, 

定义 1 由 农 , 生 成 的 c- 代 数 2( 灾 0) 称 为 波 雷 耳 (Borel) 代 数 ， 
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Le {a})=lim 


记 为 多 ,多 中 的 元 称 为 波 雷 耳 集 ,定义 在 络 上 的 测度 称 为 波 雷 耳 测 
度 。 由 定理 3.3 有 BC, 所 以 上 一 S 测度 在 B 上 的 限制 是 波 雷 耳 
测度 。 

下 面 我 们 来 研究 L 一 S 可 测 集 与 波 雷 耳 集 的 关系 。 

命题 1 多 是 由 下 面 的 集 类 生成 的 o- 代 数 。 

1) 开 区 间 集 类 81 二 ((a,b) :a<=b); 

2) 闭 区 间 集 类 48,=={[a,6]:a<6); 

3) 开 射线 集 类 GE@3:=((a, 十 co):aERR) 或 @ 一 (人 (一 coa):aE 
民 }; 

4) 闭 射线 集 类 6; 二 {[a, 十 0):aER}) 或 86 一 (( 一 00,a :a€ 
R}. 


证 明 ; 因 为 (a,5) 二 UP? Ca,b— 二 ], [a,b]= NT am,6], Ca,+ 
00) 二 YCaynj, 所 以 对 i1=1,2,3 有 ZC 多 ,从 而 .2 (8;) CH, 为 


一 方面 ,因为 (a,6]= 几 ?a,b 十 二 ) 二 Ur?[a 十 二 ,6]=(a, 十 9) 一 
(5, 十 o0) ,所 以 对 i 二 1,2,3 有 弦 CC97 (8B;), 从 而 多 C5 (GB,), 因 此 
B= (@,). 

其 余 情形 的 证 明 作 为 习题 留 给 读者 。 

推论 1 直线 上 的 单 点 集 、 有 限 集 、 可 列 集 、 有 限 区 间 (a,5)、(a， 
b] [a,b)、[a,6j]、 射 线 、 全 直线 、 开 集 、 闭 集 都 是 波 雷 耳 集 ， 

5| 理 1 对 和 任 一 ECR, 有 

(EE)=in{f {Sp (ab) :ECUY (a;,b,)}. 

| 设 ECUrT(aj,6)), 令 4; 二 bj 一 
ai, 罗 =| 5 一 ;证 ,0 一 其 |]kE ND ,那么 7 两 两 不 相交 ,并 且 (ai 
5)) 二 U7。 因此 pC Um ) ,并 且 

pr (ESCHER T= Ep a;,b))), 
所 以 pr (E) 之 7Y(E)。 另 一 方面 ,对 e 汪 0, 有 {(aj,6b)])? 了 使 ECUY 
(ai 并且 本 po(aysbj]) 志 pr (E) 十 e。 对 任 一 j, 有 56) 汪 0 使 gC6， 
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十 bi) 一 g(0)<e/2。 于 是 匹 CUP(Cai 5 十 8) ,并 县 
BT pg Cajsb; +o)=Er Lge((bt+o) )—g(a))) 
Er gb;t+o;)— g(a))] 
Er [eb;)— ga) te/2’ | 
Er pula;sb; |)+e 
us (EE)+2e, 
由 此 可 得 7Y(E) 志 pt (5E) 十 2e。 今 e 一 0, 即 得 YCE) 志 pi (EF), 因此 
Hz (E)=Y(E)., 
定理 2 如 果 ECR, 那 么 
pe (E) 二 inf {jw1U):ECU,U 是 开 集 }。 

证 明 ; 用 XY(E) 表 示 等 式 右 边 的 量 。 不 妨 设 U= UY (a;,5)), 则 
pm (ID) 委 3piuk(aiyb)), 因 此 由 引 理 1 后 半 部 分 的 证 明 可 得 7Y(E) 声 
pe (E), / 

万 一 方面 ,mr 作为 多 CR) 上 的 外 测度 有 单调 性 ,又 因为 U 是 开 
集 , 属 于 多 5 因 此 有 jr (EE) 志 pr (DU)==pw(U), 由 此 立即 得 到 jy* (五 ) 
<Y(E), 

定理 3 对 ECR 下 列 断 言 是 等 价 的 。 

~ DEE | 

2) 对 任 一 s 之 0, 有 开 集 ODE 使 pr (OO 一 E)<e; 

3) 对 任 一 e 汪 0, 有 闭 和 集 FCE 使 jr (E 一 F)<e; 

4)E 二 G 一 NN, 其 中 G 为 G; 集 ,ww(N)==0; 

5)E 二 FUN ,其 中 下 为 Ff, 集 ,yw(N)=0。 

” 证明: 我 们 分 两 个 循环 来 证 明 ,1) 过 2) 二 4) 二 1);1) 二 3) 二 5) 二 > 
1)。 / / 
1) 之 2), 应 用 定理 2。2) 之 4), 对 zzEN 有 开 集 OO, 五 ,使 
ps (0 一 E) 过 二 , 令 0 一 YO 那么 0 是 G, 集 ,并 且 4 (0 一 E)< 
px (O,— —E)< 士 ， 邻 n>o0, 得 jr (G 一 FE) 一 0, 令 N=G 一 EE, 那 么 N 


* DO， 


为 太一 零 测 集 。 由 定理 3.2,NESze ,并 且 CN) 一 0。4) 一 1) ,因为 
GNEs ,WM EE Ss, 

1) 二 3), 设 EES ,那么 EE SL 。 因为 1) 司 2), 存 在 开 集 0 刁 
EE; 使 ys(O 一 EB) 之 e。 令 也 =0O, 它 是 闭 集 , 并 且 FCE。 因为 O 一 Et 
二 E 一 0 ,所 以 jE 一 FF) 之 e。3) 二 >5) 类 似 于 2) 二 4),5) 二 1) 类 似 于 
4) 汪 1) ,作为 习题 留 给 读者 。 

当 g(x) 二 xz 时 ,pis 称 为 勒 贝 格 测度 ,简称 为 工 测度 , 记 为 2, 经 
记 为 弓 , 下 面 我 们 来 讨论 勒 贝 格 测度 的 人 性质 。 

定义 2 称 R 到 R 的 映射 5:z>z 十 s 为 RR 上 的 一 个 平移 ,zi:z 
一 tT 为 R 上 的 一 个 伸缩 。 

定理 4 设 ECR,s,rER, 那 么 | 

1)EE YY 当 且 仅 当 TEESL, 当 EE 经 时 有 mTE) 一 m(E); 

2)EE SY 当 且 仅 当 mEE L,Y EEYCNH 有 mA (EE))= || 
m(E)., 

证 明 ; 由 平移 和 伸缩 的 对 称 性 ,为 证 定理 两 个 结论 的 前 半 部 分 ， 
只 要 证 明 当 EE 时 ,WE,TMEEY, 

由 定理 3,EE < 当 且 仅 当 E=G 一 NN ,其 中 G 为 G; 集 ,mC(N)= 
0, 易 证 5E=tG 一 tN ,其 中 5G 仍 为 G; 集 。 为 证 zt,EE 如 ,只 要 证 明 
m(TN) 二 0。 因为 mx(N)= 二 0, 对 任 一 e 汪 0, 存 在 开 集 ODN ,使 mm(O) 
之 e。 易 见 5.ODDrtE, 而 tO 为 开 集 ,并 且 m (rt;0) 王 m(O0)<e, 因 此 
m(tN) 二 0。 这 就 证 明了 当 EES 时 ,Tt,EE ,类 似 地 可 以 证 明 当 所 
EY NH NEEY, 

为 证 定理 两 个 结论 的 后 半 部 分 ,只 要 注意 到 对 任 一 开 集 O 有 
m(T) 二 (OO) ,mm0O)= 1t|m (0), 再 用 定理 2 即 得 本 定理 的 结论 。 

定理 4 中 的 1) 称 为 勒 贝 格 测度 的 平移 不 变性 。 

例 1 勒 贝 格 不 可 测 集 。 

利用 平移 不 变性 可 以 构造 直线 上 的 一 个 勒 贝 格 不 可 测 集 , 它 的 
基本 想法 是 构造 一 个 集 Z ,把 2 平移 至 Z.=r 2Z ,使 

1)Z， 两 两 不 相交 ， 
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2)[0,1]CU?Z,C[—1,2], 

由 1)7 和 2) 推 斯 2 不 可 测 。 否 则 mx(Z) 有 定义 ,并 且 
1 和 MU7Z) 一 2 ) 委 3， 

而 这 是 不 可 能 的 。 

下 面 我 们 来 构造 Z。 在 L0,1] 中 和 定义 一 个 等 价 关 系 :z~?y 当 且 仅 
当 zx 一 y 是 有 理 数 。 用 谋 表示 由 z 定义 的 等 价 类 ,由 策 墨 罗 选 择 原理 
可 以 从 每 一 个 关中 选取 一 个 元 x' ,全 体 zx' 组 成 一 个 集合 , 记 为 2。 令 
rs} 是 [一 1,1j] 中 的 全 体 有 理 数 , 记 Z。.=m,2Z ,我 们 证 明 1)、2) 成 立 。 
假设 1) 不 成 立 , 那 么 有 芭 关 nn 及 EE 2, 门 2%, 因 此 二 x 十 r, 二 y' 十 
ro 对 zy EZ。 因 为 7r 关 ry 所 以 xz' 关 yy , 即 x',y 是 不 同等 价 类 的 
代表 ,因此 x’ 一 y' 不 是 有 理 数 , 但 是 x' 一 y'==r, 一 r， 是 有 理 数 , 牙 盾 。 
再 检验 2)。 因为 TE[L0,1],r,E[ 一 1,1j, 所 以 UY2Z,CC[ 一 1,2], 设 & 
E10,1j, 它 必 属 于 某 个 等 价 类 Zz。 假设 x' 是 Zz 在 Z 中 的 代表 ,那么 & 
一 x' 是 [一 1,1j 中 的 某 个 有 理 数 , 辟 如 说 ,也 即 & 属于 某 个 Z,, 所 以 
2) 成 立 。 

下 面 我 们 来 证 明 一 个 反映 正 测度 集 构造 特点 的 命题 。 

命题 2 : 设 EE 经 ,m(E)>>0, 那 么 对 任 一 AE (0,1), 存 在 一 个 
区 间 T= (a,65j, 使 41T| 二 mC(ENM7), 这 里 | 表示 区 间 了 的 长 度 ， 


证 明 ; 不 妨 设 m(E) 二 oo0, 令 0<e< Tm(E). 对 EE 有 {I= (ai, 
bD 三 使 FC UYL,271I | 二 mr (EE) 十 e。 这 时 一 定 有 某 个 如 使 A 
1<mCEN1T4)。 假 设 不 然 , 对 一 切 有 4I| 宇 mCENT) ,那么 加 


(CE)=m (EN(UFIO)EDFmENT ELL | <AmE)+e) <m 
(EE);, 闻 上 盾 。 
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习 商 


A 类 

1. 证 明 [0,1] 中 Cantor 集 的 也 一 测度 是 零 。 

2. 设 g(xX):R>R 是 单调 增加 右 连 续 函 数 ,50 是 关于 8g 的 勒 由 
格 一 斯 锅 阶 可 测 集 类 ,per 是 SE 上 的 勒 贝 格 一 斯 芝 阶 测度 。 证 明 当 开 
集 OO 一 U(aipC(ai pb ) 是 加 的 构成 区 间 人 全体) 时 ,Am (CO) 一 8g 
(pb; ) 一 8ECai)。 

3.1) 视 F(z) 一 za 为 (一 coyco) 一 (一 coyco) 的 映照 。 证 明了 把 
直线 上 勒 员 格 可 测 集 ( 零 测 集 ) 映 成 勒 中 格 可 测 集 ( 替 测 集 )， 

2) 视 F(z) 一 好 为 (一 covco) 一 (一 coyoco) 的 上 映照。 证明 对 于 
f(z),(1) 中 的 结论 也 成 立 。 

4. 设 g(Z) 是 (一 coyoo) 上 单调 增加 右 连 续 函 数 。 证 明 g(Cz) 能 够 
产生 出 勒 贝 格 可 测 集 类 5 上 的 测度 px, 并 且 存 在 第 数 cy* 对 一 切 五 
E 红 pi( 玖 ) 一 az (已 ) 成 立 的 充 要 条 件 是 g(z) 一 az 十 cy, 这 里 c 是 党 

5. 设 j 是 波 雷 耳 集 类 到 上 的 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 测度 ,而 且 对 任 
何 实数 a, 总 有 
: aToE)=1(E), EE 
证 明 必 存在 非 负数 c, 使 得 对 一 切 EE B,p4(E)=cm(E)。 

6. 设 在 [0,1] 上 有 可 测 集 41,…,A,, 满 足 条 件 区 (4;) 盖 7 一 
1 ,那么 门 14; 必 有 正 测 度 。 


7。 人 设 gl (TX), gs(Zz) 在 (一 coyco) 上 处 处 可 徽 ， 并 且 0 入 二 
g1(z) 志 ga(z) 处 处 成 立 。 证 明 in 一 零 测 集 必 是 ji 一 零 测 集 。 


8. 举例 说 明定 理 2 中 的 开 集 不 能 换 为 闭 集 。 
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B 类 


], 定义 , 设 歼 是 尺 上 的 了 一 可 测 集 ,zeoE 玖 。 又 设 (ay,b) 是 包含 xno 
的 人 性 一 开 区 间 。 如 果 下 列 极 限 存 在 
J jin, Masb) NE) 


Ca,b) ro bp—a 

那么 称 d 是 巨 在 点 Xzo 的 密度 。 显然 0 委 CL 委 1。 如 果 d= 二 1, 称 zo 
是 巨 的 全 密 点 。 

1) 点 a 是否 是 玖 一 [ay'p] 的 有 密度 的 点 ? 

2) 作 一 个 集 瑟 ,使 它 在 给 定点 ze 有 密度 ,并 且 密 度 等 于 事先 给 
定 的 值 cE (0,1)。 

2. 对 勒 贝 格 一 斯 带 阶 测度 讨论 题 1 的 结论 。 

3. 设 忆 是 RR 上 的 勒 贝 格 一 斯 兹 阶 可 测 集 ,并 且 pu( 五 ) 天 0。 证 明 
对 任何 cGE (0,1), 必 存在 (ab) ,使 


4. 试 作 一 个 波 雷 耳 信 忆 , 使 对 任何 开 区 间 (a,b) 都 有 m(E({|(a, 
b))>0,m(E[|l(a,b))>0, 
5. 令 口 下 直线 上 开 集 全 体 ,.F 是 直线 上 有 界 闭 集 全 体 , 作 OU 
多 上 的 集 函 数 p 放 如 下 ; 当 {(la;,5;)} 是 互 不 相交 的 开 区 间 时 ， 
z pCU aj,b))=B(b—a), 
FE 时 ,， 如 时 FC(a,b) ,那么 规定 At 人 7) 一 2 一 4 一 Ap((a， p) 一 
)。 对 一 切 直线 上 的 有 界 集 玖 ,定义 
Ap (E)=inf{y(0):ECO,O0ED), 
kr (E)=sup\iu(F):FCE,FEF,), 
当 AM (EE) 二 jy, ( 瑟 ) 时 , 称 殖 是 可 测 集 ， 令 5 是 可 测 集 人 全体; 证 明 SG2 
是 Ge 中 有 界 集 全 体 ,而 且 在 se ' 上 ,Ar* 一 ps 一 mm。 


6. 设 瑟 是 尺 上 的 工 可 测 集 ,对 每 个 已 , 作 平 面 上 的 集 已 一 {(z， 


力 : 一 co<<z<coyyE 忆 )， 令 多 二 { 玉 :E 是 RR 上 上 一 可 测 集 }, 在 统 
e 03 了。 


上 定义 集 函 数 m 如 下 :对 直线 上 任何 了 可 测 集 正 ， 
m(E)=m(E). 


问 ;m 是 否 是 完全 测度 ? 妮 " 是 怎 桩 的 集 类 ? 
7. 设 羽 是 勒 贝 格 可 测 集 ,如 果 对 一 切实 数 a,m(reE 门 EE) 二 0, 那 
Znm(E)=0, 
8. 设 4CL 一 1,1] 是 可 测 集 ,mm(4)>>1, 那 么 从 有 正 测 度 集 EC 
人, 使 五 关于 原点 对 称 。 
9. 如 采 匹 是 勤 贝 格 可 测 集 ,ma( 匹 ) 盖 0 那么 已 必 合 有 一 个 不 可 
测 子 集 。 
10. 如 采 五 E 玫 ,ma ( 匹 ) 人 0 那么 全 已 一 玖 一 (z 一 y:zryy 生 五 ) 必 
含有 一 个 关于 原点 对 称 的 区 闻 。 


第 五 节 历史 注 记 


函数 论 研究 的 重点 是 积分 论 。 积 分 概念 的 推广 是 沿 着 两 条 完全 
不 同 的 思想 路 线 进行 的 。 一 条 是 斯 蒂 阶 (Stieltjes ，1856 一 1894) 积 
分 , 另 一 条 是 勒 贝 格 (Lebesgue，1875 一 1941) 积 分 。 因 为 S$ 积分 在 数 
学 分 析 中 读者 已 经 熟悉 ,这 里 只 讲 工 积分 ,并 着 重 介 绍 作 为 工 积 分 
基础 的 勒 贝 格 测 度 概念 是 如 何 形成 的 。 

因为 不 连续 点 的 多 少 决 定 了 函数 的 可 积 性 ,所 以 就 提出 了 如 何 
度量 不 连续 点 集 “ 长 度 ” 的 问题 ,而 容量 理论 ,以 及 后 来 的 测度 理论 就 
是 为 了 把 长 度 概念 扩充 到 直线 上 的 非 完 整 区 间 的 点 集 而 引进 的 。 

吕蒙 (Reymond) 在 1882 年 提出 了 (外 ) 容 量 概念 ,他 的 基本 想法 
是 这 样 的 , 设 点 集 EC[La,5], 把 La,6] 分 割 成 有 限 个 小 子 区 间 , 和 覆盖 
E 的 那些 小 子 区 间 的 长 度 之 和 (在 逐渐 缩小 这 些小 区 间 长 度 的 过 程 
中 取 ) 的 下 确 界 称 为 EE 的 (外 ) 容 景 。 外 容量 概念 的 使 用 仍 有 其 局 限 
性 ,为 此 皮 亚 诺 (Peano，1858 一 1932) 于 1887 年 引进 了 区 域 的 外 容 
景 和 内 容量 。 内 容量 概念 是 这 样 定 义 的 , 设 忆 是 一 个 二 维 区 域 ,那么 
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包含 在 E 内 的 一 切 多 边 形 区 域 的 最 小 上 界 称 为 EE 的 内 容量 。 外 容量 
则 取 包 含 事 的 一 切 多 边 形 的 下 确 界 。 如 果 内 外 容量 相等 ,其 公共 值 
就 定义 为 EE 的 容量 .。 

建立 在 有 限 分 割 基 础 上 的 容量 理论 最 先进 的 一 步 是 约 当 (Jor- 
dan，1838 一 1922) 迈 出 的 。 他 关于 外 容量 的 概念 叙述 精确 ,定义 如 
下 。 设 EC[La,b1, 取 [a,6b] 的 子 区 间 的 一 个 有 穷 集合 覆盖 玉 , 那 些 至 
少 含 有 五 的 一 个 点 的 所 有 子 区 间 的 长 记 总 和 的 下 确 界定 义 为 已 的 
外 容量 。 内 容量 则 定义 为 那些 只 含有 EE 的 点 的 子 区 间 的 长 度 和 的 上 
确 界 。 如 果 玉 的 内 外 容 度 相 等 ,其 公共 值 就 定义 为 EE 的 容量 。 通 过 用 
和 矩形 和 其 他 高 维 类 似 物 代替 小 区 间 , 约 当 把 容量 概念 推广 到 了 ” 维 
空间 的 点 集 。 他 还 证 明了 容量 的 有 限 可 加 性 。 | 

虽然 约 当 的 容量 理论 比 他 的 前 人 优越 ,但 也 不 能 令 人 满意 ,按照 
他 的 定义 ,一 个 有 限 开 集 不 一 定 有 容量 ,包含 在 一 个 有 界 区 间 里 的 有 
理 点 集 也 没有 容量 。 

容量 理论 的 下 一 步 是 波 雷 耳 (Borel, 1871 一 1956) 作 出 的 。 他 利 
用 康 托 证 明 的 开 集 的 构造 定理 ,定义 一 个 开 集 的 测度 是 其 所 有 构成 
区 间 长 度 之 和 。 然 后 他 定义 可 数 个 不 相交 可 测 集 的 并 集 的 测度 为 各 
可 测 集 测度 之 和 ,并 有 旦 定义 了 两 个 可 测 集 差 的 测度 ,他 还 考虑 了 零 测 
集 , 波 雷 耳 的 测度 论 是 对 约 当 容量 理论 的 一 个 改进 ,但 还 不 是 最 终 形 
式 。 现 在 认为 已 成 定形 的 测度 和 积分 的 推广 是 由 波 雷 耳 的 一 个 学 生 
勒 贝 格 作出 的 。 

勒 贝 格 1875 年 生 于 法 国 的 博 韦 ,1941 年 座 于 巴黎 ,他 的 父亲 是 
一 名 印刷 厂 职 工 , 酶 爱 读书 , 颇 有 教养 .在 父亲 的 影响 下 , 勒 贝 格 勤奋 
好 学 ,成 绩优 秀 , 特 别 擅长 计算 。1894 年 他 考 人 了 巴黎 高 等 师范 学 
校 ,五 年 后 大 学 毕业 在 校 图 书馆 工作 两 年 .其 间 波 雷 耳 论述 点 集 测度 
的 《函数 论 讲 义 ? 出 版 了 。 这 些 靳 新 的 成 功 的 研究 工作 激发 了 勒 贝 格 
的 激情 ,从 1899 年 至 1902 年 他 任教 于 一 所 中 学 ,工作 之 余 他 孜孜 不 
倦 地 研究 实 变 耳 数论 ,并 于 1902 年 发 表 了 论文 《积分 ， 长 度 与 面 
积 》, 第 一 次 叙述 了 他 关于 测度 和 积分 的 思想 ,他 的 工作 替代 了 19 世 
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纪 的 创造 ,特别 是 改进 了 波 雷 耳 的 测度 论 。 二 

勒 幢 格 测度 是 这 样 定 义 的 。 设 玉 是 [a,5j 中 的 一 个 集合 ,{q;} 是 
《有 限 或 可 列 个 ) 其 并 包含 五 的 一 族 开 区 闻 , 用 |4di | 表示 di 的 长 度 ， 
所 有 可 能 的 {di;} 的 1a; | 的 下 确 界 称 为 E 的 外 测度 , 记 为 mx..(E)。.5 一 
a 与 E 在 La;bj 中 的 余 集 的 外 测度 的 差 称 为 EE 的 内 测度 , 记 为 m; 
(E), 如 果 m.(E) 二 mr;(E), 那 么 称 E 是 可 测 的 ,E 的 测度 就 是 这 个 公 
共 值 。 勒 贝 格 还 证 明了 测度 的 可 列 可 加 性 。 

从 测度 的 定义 可 知 , 一 切 约 当 可 测 集 都 是 勒 贝 格 可 测 的 ,并 且 有 
相同 的 测度 。 而 勒 贝 格 可 测 集 与 波 雷 丁 可 测 集 的 区 别 在 于 勤 贝 格 可 
测 集 是 波 雷 耳 可 测 集 再 加 上 勤 贝 格 意义 下 的 零 测 度 集 。 

有 了 可 测 集 和 测度 的 概念 , 勒 贝 格 又 定义 了 可 测 函 数 、 勤 贝 格 积 
分 ,并且 建立 了 我 们 将 在 第 三 章 介 绍 的 工 积 分 理论 。 

勒 贝 格 的 工作 是 20 世纪 的 一 个 伟大 贡献 ,赢得 了 公认 ,但 也 并 
不 是 没有 遭 到 反对 。 厄 米 (Hermite ,1822 一 1901) 反 对 没有 导数 的 辐 
数 ,他 曾 试 图 阻止 勒 贝 格 讨论 不 可 微 曲 面 的 论文 (1899) 的 发 表 。 许 多 
年 以 后 , 勒 贝 格 曾 写 道 “因为 厄 米 表现 出 来 的 恐惧 和 厌恶 差不多 每 
个 人 都 会 感觉 到 ,所 以 任何 时 候 , 只 要 当 我 试图 加 入 一 个 数学 讨论 
时 ,总 会 有 些 分 析 学 者 说 :“ 这 不 会 使 你 感 兴趣 的 ,我 们 是 在 讨论 有 导 
数 的 消 数 ?”。” 
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第 三 章 积 分 


在 引言 中 我 们 曾经 提 到 过 函数 f 在 区 间 [a， 5j 上 (CR) 可 积 的 充 
要 条 件 是 


im 之 orAX ,一 0。 (] ) 
当 f 在 [a,6] 上 连续 时 ,对 e>>0, 只 要 CD) 充分 小 就 有 
WE (2) 


从 而 使 (1) 成 立 。 如 果 /在 [a,5] 上 不 连续 ,那么 (2) 未 必 成 立 , 因 此 
(1) 也 未 必 成 立 。 如 何 克 服 这 个 困难 呢 ? 我 们 可 以 采用 一 种 新 的 分 割 
方法 , 即 不 分 割 定义 域 ,而 是 分 割 值 域 。 
设 RCf)C[ 一 N,Nj, 对 [一 N,NNj 给 一 个 分 划 
D;—N=y<h< y=N, 
令 
已; 一 ‘XE [a EE » 
如 果 p(E;) 有 定义 ,那么 就 可 以 定义 新 的 积分 大 和 数 、 小 和 数 
SCD)=Byn(E), S(D)= Py, 1u(E,), 
易 见 : 
15D)—S (CD) |<AD P(E,) 
一 (CD)AC[a ,的 )， 
由 此 
lim (SCD) 一 人 CD)) 一 0。 
这 表明 /了 按 这 种 新 的 方法 是 可 以 积分 的 。 由 此 可 见 , 要 讨论 这 种 新 
的 积分 ,就 要 讨论 那 种 使 五 可 测 的 函数 。 
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第 一 节 “ 可 测 函 数 


本 节 我 们 将 给 出 可 测 函 数 的 定义 ,并 讨论 可 测 函 数 及 可 测 函 数 
列 的 性 质 。 

定义 1 设 (X, 豚 ) 是 一 个 可 测 空 间 , ECX; 函数 f/f; 一 RR 称 为 
已 上 的 逐 可 测 函 数 , 如 果 对 任 一 eE 民 ,天 (ae 委 门 GE 宏 。 这 时 也 简称 了 
是 互 上 的 可 测 困 数 。 

例 1 闭 区 间 La, 引 上 的 连续 男 数 是 (La , oj, 到 ) 可 测 的 ,这 是 四 
为 对 任 一 wE 有 ,集合 (ZELa, oj: f(x) 之 a} 是 一 个 闭 集 合 。 同 样 可 以 
证 明 开 区 闻 (a,p) 上 的 连续 末 数 也 是 ((ayp) , 富 ) 可 测 的 。 

定理 1 设 (X, 骂 ) 是 可 测 空间 ,ECX,f:E~>R， 

1) 如 果 ff 在 E 上 可 测 , 那 么 EE 是 可 测 集 ; 

2) 如 果 了 在 上 可 测 ,F 是 EE 的 可 测 子 集 , 那 么 在 Ff 上 可 测 ; 

3) 设 E=EiUE,,El、E; 是 可 测 集 , 那 么 f 在 羽 上 可 测 当 且 仪 当 
f 在 Ei、E; 上 可 测 ; 

4) 如 果 灾 是 一 个 ec- 代 数 , 那 么 和 是 X 上 的 可 测 函 数 当 且 仅 妆 
E 是 可 测 集 。 

证 明 ;1) 因 为 EE 二 UYE(C( 一 n 志 让 ,而 E( 一 n 寺 站 ER。 

2) 因 为 FC 人 一 Elc 志 FF。 

3 ) 必 要 性 得 自 2) ;充分 性 得 目 等 式 El(c 志 1) 二 Ei(c 志 1)UE,(c 
<f), 

4) 易 见 

他 ec>1)， 
ruc- 1 之 c 记 0， 
从 0 之 c。 
因为 如 是 o- 人 代数, 所 以 X 是 可 测 集 ,因此 (ec 夺 Xz) 可 测 当 且 仅 当世 
可 测 。 
定理 2 阻 数 /在 E 上 可 测 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 。 
* 08。 


,tht etek rie TH EE pe rbd fr ee rae re eh i pp re re .rmt 


1) 对 任何 a ER,E(f<a)€%; 

2) 对 任何 a€ER,E(f<a) ER; 

3) 对 任何 aE R,E(f >>4a)E 序 ， 

证 明 :我 们 证 明 f 可 测 二 1) 二 2) 二 3) 二 可 测 。 
f 可 测 二 1)。 因 为 E(f 过 a)==E—E(f 之 a)€E 吧 。 


1) 过 2)。 因 为 E(f<a)= 由 ?YE(f<a+ 二 )E 名 ，。 
2) 过 3)。 因为 EC 二 EE 一 F(f<aeR. 


3) 过 可 测 。 因 为 ECa 志 有 )= NYE(a—</)ER. 


注 1 我 们 指出 定义 1 对 可 以 取 值 十 ww 的 函数 也 是 适用 的 ,也 
即 虽然 图 数值 可 以 为 士 co ,但 是 定义 中 的 常数 < 仍 可 限制 为 有 限 数 。 
这 是 因为 
玉 (F 一 十 ce) 一 站 7 有 (>)E 宛 ， 

El(f=—00)=[\?E(f<n)ER. 

对 于 扩充 了 的 实数 系 R= [一 co,co], 我 们 规定 

Z 士 co 一 土 ce 对 >z6ER,co 十 co 一 co 一 co 一 co 一 一 co， 

Z。( 士 co) 王 十 ce 对 0<z<< 十 co， 

Z。( 士 oo) 一 干 ce 对 一 ceo<z<0， 

0。( 士 co) 一 0。 

现在 我 们 来 考虑 可 测 函 数列 的 极限 ， 

定理 3 设 (万 } 是 巨 上 的 一 个 可 测 函 数列 ,那么 inf 六 ,sup 广 ， 
limf,,limf, 都 在 上 可 测 , 如 果 f(x) 二 limf,(zx) 在 上 存在 ,那么 
f 也 在 EE 上 可 测 。 / 

证 明 ; 因 为 对 任 一 aER 有 ECsupf>>a)== UYE(f,>a)E€ RE 
(inff,<a)= UrYE(,<a) ER 所 以 infA ,sup/ 可 测 。 令 bn(z) 二 inf 


fj(z), 易 见 b。(z) 是 可 测 函 数 ,而 im/ 二 supb,《z) ,因此 也 是 可 测 酉 
数 。 类 似 地 可 证 limf; 是 可 测 函 数 。 如果 f= 二 limf, 存在 ,那么 f(x) 一 
limf,(x) 二 limf,(x), 因 此 也 是 可 测 的 。 
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推论 1 如 果 f.g 在 E 上 可 测 ,那么 max{f,g})、min{f,g) 都 在 
EE 上 可 测 。 

定义 2 设 f:X 一 R, 定 义 

fi(r)=max{f (zx),0)}, 

F(x)=max{— f(r) ,0}, 

分 别称 为 了 的 正 部 和 人 负 部 。 
” 易 见 f= 一 广 , 如 果 了 可 测 , 那 么 f+, 广 也 可 测 。 

定义 3 只 取 有 跟 个 值 的 可 测 函 数 称 为 简单 吨 数 。 

易 见 f 是 简单 函数 当 且 仅 当 jz) 一 至 diXs ,其 中 E; 是 两 两 不 
相交 的 可 测 集 。 事 实 上 ,如 果 RC(f)= 二 《ai)i, 不 妨 设 Ql 二 qs 二 "之 a， 
记 E=E(f<a) 人 由 E(f>>a_1), 那 么 Ei 可 测 , 两 两 不 交 , 且 f(x) 一 
D1diXE,。 

当 五 | 为 两 两 不 相交 的 区 则 时 称 f 为 阶梯 函数 。 

命题 ] 设 pg.Jy 是 E 上 的 两 个 简单 函数 ,那么 pg 二 yp* yp/Yy 
(如 果 y(z) 关 0) 也 是 简单 函数 。 

证 明 ;我 们 仅 证 g++y 是 简单 函数 ,其 余 作为 习题 留 给 读者 。 设 9 
一 axa ,一 于 BjXr,, 那 么 p+ 二 (a 十 BD Xanr,s, 因 为 ENF， 
是 可 测 集 ,所 以 g++y 是 简单 函数 ，。 

定理 4 如 果 f 是 玉 上 的 ( 非 负 ) 可 测 函 数 ,那么 存在 收敛 于 / 
的 ( 非 负 ) 简 单 函数 (递增 ) 序 列 {8}( 这 种 收敛 称 为 单调 增收 钙 , 简 记 
为 4 有 ,并 且 在 ff 有 界 的 集合 上 9 一致 收敛 于 f。 

证 明 ; 设 f;E 一 [0,ooj。 对 mm EN 1 和 和 0222 记 

Es=E((k—1)2 "<f/<k2 "),F,=E(f>n), 
由 定理 2 可 知 E:、F, 是 可 测 集 。 定 义 

RT)= BF (ko—1)2™"Xa tnXe， 
易 见 对 一 切 n 有 %(7z) 过 ii(z) 声 f(x), 并 且 对 f(x) 三 n 有 0 志 
f(z) 一 By(7) 世 2 对 任 一 xEE, 有 noEN 使 f(x) 二 m0, 因此 当 n 之 
no 时 有 |f(z) 一 Bz) | 二 2 也 即 @(z) 一 f(x)。 记 F={r€EE:f 
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(Xx) 三 kKEN), 那 么 当 n 之 k 时 ,| f(z) 一 (xz)| 志 2™" 在 六 上 一 致 成 
立 , 因 此 在 下 上 吕 一 致 收敛 于 f。 

对 一 般 的 可 测 函 数 /:E->R, 只 要 考虑 六 , 广 可 得 简单 函数 列 
(8)、( 刀 ) ,使 (}) 个 广 ,{} 个 广 , 再 令 廊下 一 少 , 则 (万 ) 满 足 定理 
要 求 。 

定理 5 设 f.g 是 两 个 可 测 函 数 ,那么 f 土 g、fg、f/g (如果 
g (TX) 关 0) 也 是 可 测 函 数 。 

证 明 ;: 假 设 i8)、{ 岂 ) 是 两 个 简单 函数 列 ,使 f(x) 二 limg (xz)， 
g(x) 二 img《z) ,那么 (名士 加 } 也 是 简单 函数 列 , 并 且 f 土 pg 一 lim(% 
土 和 ) ,因此 f 士 g 是 简单 函数 ， 类 似 地 可 以 证 明 其 他 结论 ， 

下 面 讨 论 可 测 函 数 的 复合 咀 数 的 可 测 性 .为 此 ,我 们 先 回 顾 一 下 
可 测 函 数 的 定义 。 称 f;X->R 是 (X, 弦 ) 可 测 的 ,如 果 对 任 一 a€E R,X 
(ja) 是 灾 可 测 的 ,也 即 对 任 一 波 雷 丁 集 [Layce), 广 !(CLayce))E 
琅 , 由 此 忆 发 我 们 提出 一 种 更 一 般 的 可 测 卫 数 定 义 , 设 (X,_M),(《Y， 
依 ) 是 两 个 可 测 空 间 , 映 射 f:X 一 了 称 为 (HL, 人 ) 可 测 的 (简称 为 可 
测 的 ), 如 果 对 任 一 EN,f-1(F)E A ,假设 (2Z,O) 也 是 可 测 空 间 ， 
f:X—>Y 是 (HY; 但) 可 测 的 ,g:Y 一 Z 是 (HY,O) 可 测 的 ,那么 映射 
g° f=g(f(7z)) 是 (HA,O) 可 测 的 。 

现在 我 们 来 分 析 可 测 的 新 、 老 定义 的 关系 ,为 此 先 给 出 

命题 2 设 ( 了 ,HV)、(Y,. 人 YH) 是 可 测 空 间 , 人 是 由 集 类 2 生成 
的 ,那么 f:XX 一 了 是 (HA、7V) 可 测 的 , 当 且 仅 当 对 任 一 FE@， 
fi(P)EANM, 

证 明 : 必 要 性 显然 ,充分 性 。 因 为 集 类 {FCY.; 广 1(F)E€E.U) 是 包 
合 @ 的 o- 环 , 它 必 然 包 含 .了 。 

推论 2 设 (X, 统 ) 是 一 个 可 测 空 间 , 那 么 

1) 柄 数 f:X 一 R 是 统 可 测 的 , 当 且 仅 当 ff 是 ( 腕 ,名 ) 可 测 的 ,这 
里 儿 是 R 上 波 备 耳 集 的 全 体 ,。 设 ECKX,f:E 一 R 在 上 可 测 , 当 是 
仅 当 对 任 一 FE 名, (FF) 站 EER; 

2)f;R->R 是 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 ( 波 雷 耳 ) 可 测 的 当 且 仅 当 是 
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(5 , 肋 )(( 有 一, 且 )) 可 测 的 。 

3) 任 一 连续 函数 f;R 一 R 是 (( 儿 ,多 )) 可 测 的 。 

证 明 ; 推 论 中 前 两 个 结论 的 充分 性 是 显然 的 ,1)、2) 的 必要 性 : 因 
为 广 : (fayco))E 灾 (2) ,而 更 是 由 集 类 (Le,co):eER} 生 成 的 ， 
由 命题 2 立即 推出 了 是 ( 农 , 殉 )(0S22 有 否 ) 可 测 。3) 的 证 明 : 由 定理 
1 .4.8.3, 太 (Gayco)) 是 开 集 ,从 而 是 波 雷 耳 集 ,再 用 上 面 的 推理 即 
得 ff 是 (各, 名) 可 测 的 。 

现在 我 们 来 考察 两 个 勒 页 格 可 测 函 数 的 复合 函数 的 可 测 性 。 设 
f,8 :RR 是 勒 贝 格 可 测 的 ,对 任 一 a€ R, 有 

(Xz:g° f(x)>a}={r: f(r)E gl((a, 00))) 
—{r:t€Ef (lg (a,00))}, 

因此 ,如 果 g” (Cayco))E 瑟 ,那么 gE。 卫 是 勒 贝 格 可 测 的 。 

下 面 我 们 讨论 勒 贝 格 可 测 函 数 的 构造 ,为 此 先 引 入 

定义 4 设 CAR,f:E 一 R,XxoEE。 如 果 对 任意 的 e 汪 0, 存 在 一 
个 6 汪 0, 使 当 XE (zo 一 6 ,Xo 十 6) 门 时 ,有 

If(x)— f(x0) |<e, 
那么 称 /在 ze 连续 .如果 了 在 五 上 任何 一 点 都 连续 ,那么 称 了 上 在 玖 
上 连续 。 如 果 对 任意 的 e 汪 0, 存 在 6 二 0, 使 当 xz,x'EE, 并 日 |x 一 x | 
< 时 有 |f《z) 一 f(z')|< 之 e, 那 么 称 ff 在 上 一 到 连续。 

不 难 证 明 , 如 果 隆 数列 {f(z)}) 在 上 连续 ,并 且 f(x) 在 EE 上 
一 致 收 例 于 jz) ,那么 f(z) 在 五 上 连续 。 

例 2 区 间 [0,1] 上 的 狄 里 希 菜 函数 f(z) 在 [0,1] 中 的 任意 一 
点 都 不 连续 ,但 是 如 果 用 五 表示 Lo0,1j 中 的 无 理 点 集 ( 或 有 理 点 集 )， 
那么 f(z) 作 为 上 的 函数 是 连续 的 。 

例 3 设 Fi,…,F; 是 R 上 个 两 两 不 交 闭 集 ,f 一 UIF;, 那 么 f 
(Zz) 二 ZiaXs 是 上 的 连续 函数 ， 

证 明 : 设 TEF, 那 么 xz 必 属 于 ,而 且 只 属于 某 个 Fi ,我 们 证 明 存 
在 某 个 0, 当 zx’ EF, 并 且 |zx' 一 xz | 过 6 时 ,x EF;。 否 则 对 任 一 nn 
EN, 有 xz,EF,|zxs 一 | 过 1/n, 而 zx,€ 8。 于 是 可 以 取出 一 个 子 列 
.79, 


{z')} 含 于 某 个 下, 而 & 尖 io。 因 为 所 是 闭 集 , 并 且 zx',>z, 因 此 xz€ 
天 下 慎 。 假设 当 jzx 一 z| < 时 ,zx' EF; ,那么 f(x)—f (7)=a— 
a 一 0， 因此 f 在 xz 连续 。 

定理 6( 鲁 金 (JLann) 定 理 ) 设 ECR,f:E 习 R 是 EE 上 勒 贝 格 一 
”斯 还 阶 可 测 函 数 ,那么 对 任意 9 之 0, 存 在 已 的 闭 子 集 已 ,使 ys(E 一 
E,) 一 6,f 是 F; 上 的 连续 函数 。 

证 明 ; 对 nEN, 作 可 测 集 


Enx=E lc<k| 天 一 0 十]1，, 士 2 


显然 当时 ,En 站 Ew 一 所 ,并 且 五 =UU--Es 因 此 jw (EF) 二 
Do fis 下) 。 
如 果 pw(E) 二 oo, 那 么 存在 &EN 使 ( Bi 十 +1) ps (Em) 

<0/2”:。 对 | 有 | 委 忆 , 作 闭 集 FCEm, 使 

Bu Ea— Fa) 0/2"t!, 
记 下 ,一 Uw Fm, 那么 EE 一 F, 二 ( En) U ( Ui nnEw) U 
(UU 经 -mCBw 一 Fu)) ,因此 

LatE—F,)<d/2", 


在 F. 上 定义 函数 广 一 了 -ee 一 Xp。 由 例 3 可 知 上 是 F, 上 的 
连续 函数 ,由 所 的 定义 可 知 当 zE ,时 
Of (7) < 
令 二 门 YF, 我 们 证 明 在 Ff 上 ,一致 收 僵 于 f ,事实 上 ,对 任意 的 
e 盖 0, 存 在 no 使 1/no 二 e。 因 为 FCF; 因 此 当 n 衬 no 时 
fC2)—f 7) NST. 


这 样 一 致 收 化 性 得 证 ,从 而 f 在 下 上 连续 。 易 见 
LAE—E)=p(U?(E—F))S<I WE—F,)<6, 
对 于 jw(E) 二 0 的 情形 请 读者 自 证 。 
5| 理 1 设 下 是 直线 R 上 的 闭 集 , 孙 数 f 在 F 上 连续 ,那么 f 
es。 73 ， 
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必 可 延 拓 为 直线 尺 上 的 连续 晒 数 。 

证 明 :我 们 定义 一 个 新 函数 户 。 对 xEF, 令 h(z) 二 f(x)。 设 FF 
一 U (Ca, Bi) ,对 XE (a;,B;) 我 们 分 几 种 情形 来 证 明 。 如 果 (a;,Bi) 是 有 
限 区 间 ;那么 QaisB: EER, 定义 

h(x) =f (a) fe +/(B) ge 

如 果 a 二 一 0,B:EF ,那么 令 h(z) 二 f(B;)。, 如果 wwEF,p8 一 十 co, 那 
人 么 令 j 产 (z) 一 ci) 。 我 们 来 证 明 产 (z) 在 尺 上 连续 。 显 然 Fr 中 的 每 个 
点 都 是 的 连续 点 ,因此 只 要 证 明 正中 的 点 也 是 产 的 连续 点 。 设 z。 


EF, 因为 三 在 F 上 连续 ,对 E 盖 0 存在 f 盖 0， 使 当 允 人 (Zoo 一 人 ,0 十 
6) 门 F 时 ,有 


[f(x)—f(rxo)|<e。 
如 果 (zo 一 9,zo) 不 含 忆 的 点 ,也 即 zo 是 F" 的 某 个 构成 区 间 (ai, pi) 
”的 右 端点 ,那么 h(x) 在 (a;,B;) 上 是 线性 函数 ,所 以 存在 7 和 oi, 当 EE 
(7,X0) 时 |h(z) 一 hxo) | 二 e。 如 果 (xzo 一 6,zo) 中 含有 下 的 点 ,例如 
7 ,那么 可 以 分 两 种 情形 。 
情形 1, 当 zE(7 ,Xxo) 门 F 时 ,hr)= f(r), pr 一 Far， 因 
此 |R(z) 一 (zzo)1<e。 
情形 2, 当 zE (7 ,zo) 一 眉 时 , 必 有 下 的 余 区 闻 (ap)CC7 ， 
Xxo)。 由 于 a;, PiE (7 ;TXT0)[ 玉 ,所 以 有 
h(ai)—h(zxo) |<e, 
|hC6) —h(ro) |<=e, 
因为 h 在 (lai,6;) 上 是 线性 的 ,所 以 h(x) 一 h(xo) | 二 8。 这 表明 有 在 
左 连 续 。 同 样 可 证 hh 在 zo 右 连 续 , 因 此 xo 是 hh 的 连续 反 。 
定理 7 设 ECR,f 是 EE 上 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 可 测 函 数 , 那 么 对 6 
>>0, 有 RR 上 的 连续 函数 有 ,使 us(E(f 关 h)) 二 5。 如 果 在 E 上 |f| 志 
M, 那 么 可 选择 hh 使 |h| 志 MM。 
证 明 ; 对 S>>0, 存 在 闭 集 fiCE 使 jw(E 一 E;)<<6,f 在 FF 上 连 
续 。 把 f 延 拓 5 成 直线 上 的 连续 函数 及, 那么 E(f 隆 hk)CE 一 F;, 因 此 
“。74。 


pn(E(f¥R))<H.， 当 |f| 志 M 时 ,由 4 的 构造 可 知 |h 志 MM，。 


眉 症 
A 题 
1. 设 ( 和 ,家 ) 是 可 测 空 间 , ECX, 厂 是 已 上 可 测 函 数 。 证 明 : 对 任 
何 实数 a,E(f= 二 a) 是 可 测 集 。 
2. 设 ( 久 , 克 ) 是 可 测 室 间 ,EE,…,E, 是 有 限 个 可 测 集 。 证 明 ; 了 
在 忆 = UiE; 上 是 可 测 的 充 要 条 件 是 卫 在 每 个 瓦 ( 一 1,2。…z2) 上 是 
可 测 的 ,再 证 上 述 命题 对 于 { 五 } 是 一 列 可 测 集 也 是 正确 的 。 
3. 设 (X,22) 是 可 测 空 间 , 天 CCX ,证明 厂 是 已 上 有 界 可 测 函 数 
的 充 要 条 件 是 对 一 切 有 理 数 7,E(f 宇 r) 有 是 可 测 集 。 
4. 证 明 如 果 大 (xz) 在 可 测 集 已 上 连续 ,那么 fxz) 为 已 上 可 测 函 
数 。 
5. 设 天 CR, 厂 在 巨 上 勒 贝 格 可 测 , 六 是 及 上 勒 贝 格 可 测 了 画 数 ， 
问 有 (是 否 是 五 上 勒 贝 格 可 测 阵 数 。 
6. 设 了 是 巨 CR 上 有 限 珊 数 , 并 且 关 于 ( 尽 ,S6x) 是 可 测 的 ,证 明 
存在 及 上 的 波 雷 耳 可 测 函 数 户 ,使 ys(E(f 关 hh))= 二 0。 
7, 设 f 是 RR 上 勒 贝 格 ( 波 雷 耳 ) 可 测 男 数 ,a 是 任 一 常数 。 证 明 
(az) 是 尺 上 鞍 贝 格 ( 波 雷 耳 ) 可 测 函 数 。 
8. 设 卫 是 民 上 勒 贝 格 ( 波 雷 耳 ) 可 测 西 数 , 证 明 F(z2)，FCzs)，F 


他 )( 当 xz 一 0 时 ,规定 f( 广 ) 二 0) 都 是 勒 中 格 ( 波 雷 耳 ) 可 测 函 数 。 


B 类 


设 ( 卫 , 呢 ) 是 可 测 空间 ， 
1. 设 f; 久 一 R,Y 二 ff-"'(R)。 那 么 ff 是 可 测 的 当 且 仅 当 
广 !(( 一 co))E 静 , 广 !C(oo))E 殉 ,并 且 三 在 了 上 是 可 测 的 。 
2， 如 果 { 户 } 是 入 上 可 测 函 数列 ,那么 {z:limA(z) 存 在 }E 灾 。 
. 7D 。 
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3. 举例 说 明 民 一 值 可 测 画 数 的 不 可 数 苇 的 上 确 界 画 数 可 能 不 
是 可 测 的 。 

4. 设 对 任 一 gER 给 定 一 个 集 ER 使 当 a<pB 时 ,ECEp， 
UerBs= 二 久 ; 门 erEs 二 名 ,那么 有 可 测 辑 数 f;: 久 一 RR 使 在 E。 上 有 
f(T) 志 ay 在 上 有 f(x) 之 a。 

5. 定义 ;在 康 托 集 玉 上 定义 一 个 函数 f ;f(z)= 二 >， i) 这 里 x 
二 Baj3 ,如 果 zxE[0,1] 一 KK, 那 么 工作 属于 民 的 某 一 个 余 区 间 , 我 
们 定义 f(z) 二 在 该 余 区 间 问 点 的 值 ,这 样 定义 的 函数 称 为 康 托 函 
数 , 今 g(T) 二 f(r) 十 TT。 证 明 : 

1)g 是 从 [0,1] 到 [0,2] 的 一 个 双 射 ,h 二 g-! 是 从 [0,2] 到 [0,1] 
的 连续 函数 ; 

2) 如 有 果 民 是 康 托 集 , 那 么 m(g(K))=1; 

3)g( 开 ) 含 有 一 个 勒 贝 格 不 可 测 集 4A, 设 B=g (4) ,那么 已 是 
勒 贝 格 可 测 的 ,但 不 是 波 雷 耳 可 测 的 : 

4) 存 在 民 上 的 一 个 勒 由 格 可 测 画 数 和 一 个 连续 函数 g, 使 
三。8g 不 是 勒 贝 格 可 测 的 。 

6. 1) 当 /是 [a,6] 上 的 连续 函数 ,单调 函数 ,阶梯 函数 时 ,了 必 是 
[a, 疏 上 的 波 雷 耳 可 测 函 数 ， 

2) 当 了 在 R 上 处 处 可 徽 时 ,f(z) 必 是 及 上 的 波 雪 耳 可 测 本 
数 。 

7. 设防 是 一 个 集 ,{ 有 :4EA} 是 定义 在 及 上 的 一 族 有 限 实 滞 
数 , 呢 是 由 六 的 某 些 子 集 生成 的 o- 环 ,证 明 呢 是 使 得 一 切 f(AE 
A) 都 可 测 的 最 小 go- 代数 的 充 要 条 件 是 弦 是 包含 一 切 全 (rf) (AE 
A) 的 最 小 o- 代 数 , 这 里 7 取 记 有理数 。 

8. 当 HA( 已 ) 一 co 时 ,证 明和 音 金 定理 成 立 。 

9. 将 重金 定理 中 的 连续 函数 换 为 多 项 式 ,成 立 不 成 立 ? 为 什么 ? 
将 8 换 为 零 结 论 对 不 对 ? 为 什么 ? 

。 7D， 


第 二 下” 几乎 处 处 收敛 与 依 测度 收敛 


在 第 一 节 我 们 讨论 了 可 测 函 数列 的 逐 点 收敛 ,本 节 将 讨论 几 种 
新 的 收敛 概念 。 

定义 1 设 (X, 家 ,由 是 一 个 测度 空间 ， ECX,P 是 - 个 与 有 
关 的 命题 。 如 果 存 在 一 个 零 测 集 刁 ,使 P 在 EE 一 E。 上 处 处 成 立 , 那 
么 说 P 忆 在 琅 上 几乎 处 处 成 立 。 如 果 {f.}) 是 上 可 测 聘 数列 ,f, 一 了 f 
在 巨 上 几乎 处 处 成 立 ,那么 称 f, 在 EE 上 几乎 处 处 收 化 于 f, 记 为 

三 一/ 或 者 f 一 f， 

注 1 定义 中 的 E。 未必 是 E 的 于 集 , 巨 也 未 必 是 可 测 集 , 所 以 
命题 已 在 五 上 几乎 处 处 成 立 , 就 是 五 中 使 命题 P 不 成 立 的 点 集 是 
某 个 零 测度 集 的 子 集 。 当 互 可 测 时 ,E 门 Eo 也 可 测 , 此 时 可 认为 使 命 
题 己 不 成 立 的 点 集 是 五 的 零 测 度 子 集 。 

定理 1 设 / 是 可 测 空间 (X, 灾 ) 上 的 完全 测度 。 

1) 如 果 f 在 EE 上 可 测 ,g 是 已 上 的 函数 ,使 = 那么 g 在 E 
上 可 测 ， 

2) 如 果 f, 在 EE 上 可 测 ,f 是 玉 上 的 函数 ,所 f ,那么 了 在 EE 上 
可 测 。 

证 明 :1) 因 为 了 在 天 上 可 测 , 所 以 五 E 家。 又 因为 8 二 太 所 以 有 
Lo€ER, J(Eo)=0, 在 EE 一 Eo。 上 gg 二 f/f, 因为 E 一 Es, 是 E 的 可 测 子 集 ， 
所 以 ff 在 E 一 E。 上 可 测 , 从 而 (E 一 Eo)(g 寺 c) 二 (E 一 E00) (fc) 可 
测 。 而 EC(g 志 cc) 二 (EE 一 Eo) (gc)U(ENE)\ (se), 其 中 (EN E,) 
(gs<c) 古 零 测 度 集 EE。 的 子 集 , 也 是 可 测 的 ， 所 以 玖 (Cg 委 c) 是 可 测 集 ， 
从 而 g 在 EE 上 可 测 。 

2) 设 EoeE 家 ,wpCEo) 一 0, 在 玖 一 Eo 上 广 可 测 ,并 且 f(x) 一 
f(z), 所 以 f 在 E 一 E。 上 可 测 。 而 E 门 Bo《(f< 过 c) 是 Eo 的 子 集 , 也 是 
可 测 的 ， 因此 f 在 E。 上 可 测 , 从 而 在 EE 上 可 测 。 z 
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对 于 不 完全 测度 有 下 面 的 定理 。 
”定理 2 设 (X, 灾 ,/0) 是 一 个 测度 空间 , { 记 } 是 无 上 的 可 测 函 数 
列 。 
1) 如 果 {f,} 在 上 几乎 处 处 收 全 ,那么 必 存 在 玉 上 的 可 测 函 数 
了 ,使 ff:; 
2) 设 g 是 巨 上 的 函数 ,如 果 所 ~g ,那么 必 存 在 巨 上 的 可 测 函 
数 广 使 f=g,. 
证 明 .1) 设 EE 绝 ,yjy(Eo)= 一 0, 记 f(x) 二 limf,(x), 它 在 E—bo 
土 外 处 存在 ,并 且 由 定理 1.3,f 是 可 测 的。 在 万 上 定义 函数 
folX7) XEE— Eo, 
/一 0， rE€EENE,. 
由 定理 1.1 可 知 ,上 是 天 上 的 可 测 函 数 ， 并 且 f/f。 


2) 定 义 Eo、f 同 1)。f, 在 E 一 E。 上 处 处 收 化 于 ,因此 这 个 极限 
函数 几乎 处 处 等 于 g。 于 是 有 零 测 度 集 CE 一 EE。 使 在 EE 一 (EoU 
ED) 上 f->g, 从 而 在 E 一 (EoUE) 上 f==g。 而 Jj(EoUE)=0, 所 以 
fg. 

注 2 对 于 定理 2 应 该 强调 的 是 如 果 g (7T) 二 limf,(x) ,那么 g 
未 必 可 测 。 这 是 因为 E(g>>c)==(E 一 Eo)(g 之 c)U (E[\E) (ge), 
在 E 一 E。 上 g= 二 所 ,因此 (E 一 Eo)(g>c)=(E 一 EE)(f。>c), 它 是 可 
测 集 。 而 CE 们 Eo)(gc) 虽 是 零 测度 集 的 子 集 ,但 是 因为 x 不 是 完全 
测度 , (EEo)(g 放 c) 未 必 可 测 。 

例 1 在 区 间 [0,1] 上 定义 函数 列 f(x)= XL ,GD579 其 中 0 过 
j 委 2 ,n= 二 7 十 2*。 不 难看 出 {f, 不 是 几乎 处 处 收 全 于 等， 但 是 jy({xE€ 
[0,1]:f,.(z)#0}))=2-*-—>0。 

为 了 描述 这 种 新 的 收敛 现象 ,我 们 引信 

定义 2 设 (X, 哆 ,pj 是 测度 空间 ,EE 骂 ,{f,) 是 上 的 可 测 沙 
数列 ,假如 有 一 个 互 上 的 有 限 可 测 函 数 ,使 对 任何 65>>0 有 
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limA( 玖 (| 7 —f|>>6))=0, 


那么 称 {f,) 在 EE 上 依 测度 py 收敛 于 三 3 或 简 言 之 为 {f/,} 测 度 收敛 于 
广 , 记 为 
fr>f 或 者 1/ 二/ 。 

例 2 在 区 间 (0,1) 上 定义 函数 广 (z) 一 心 , 它 在 [0， 1) 上 点 点 收 
敛 于 零 ,测度 收 仿 于 零 ,不一致 收敛 于 零 。 但 是 对 任 一 SE (0,1) ,在 
[0,1 一 6] 上 大 一 致 收敛 于 零 。 

受 这 个 例子 启发 ,我 们 引 人 

定义 3 设 (X, 家 ,j/) 是 一 个 测度 空间 , 忆 E 家 ,{( 太 } 是 已 上 的 可 
测 函 数列 ,如 果 对 任 一 9S>>0, 存 在 一 个 可 测 子 集 玉 C 忆 ,使 y(E 一 F) 
<6, 在 上 一致 收敛 于 f, 那 么 称 {f,) 近 似 一 致 收敛 于 f, 记 为 


f=>f, 
显然 近似 一 致 收敛 蕴含 依 测度 收敛 ,两 者 的 差别 在 于 近似 一 致 
收敛 性 中 使 一 致 收敛 不 成 立 的 点 集 是 固定 的 ,而 在 测度 收 合 中 这 个 
点 集 是 不 固定 的 。 | 
命题 ] 设 j(E) 二 0,{f,} 是 上 的 可 测 函 数列 ,满足 条 件 
1)f.CT)Rftri(r) 对 n= 二 1,2,*"…， 
2)f (zx)=limf,(xz) 对 XEE, 
那么 {f,} 在 上 近似 一 致 收敛 于 f。 
证 明 ; 由 条 件 2) 可 知 f 是 上 上 可 测 孙 数 ,对 任意 的 EEN 和 定义 
=E(|f(xr)— f(r)|<=<1/k), 
那么 {Er) 疙 是 可 测 集 的 递增 列 , 并 且 巨 = U2iEr。 因 为 1u(E)< 之 0， 
可 用 测度 的 下 连续 性 ,对 6 汪 >0 有 NiEN, 当 nn 之 Ni 时 jy(E 一 EE) 过 
6/2。 令 下 二 门人 .En ,类 似 于 鲁 金 定理 的 证 明 , 有 pCE 一 fF)<<6, 在 下 
上 六 一 厂 
现在 我 们 证 明 命题 1 在 去 掉 条 件 1) 后 仍然 成 立 , 即 有 
命题 2 设 Hp(E)<eco,(j) 是 已 上 可 测 函 数列 ,处 处 收 伍 于 有 
限 函 数 f, 那 么 fi 在 EE 上 近似 一 致 收 钱 于 f。 
ee 79. 


证 明 : 同 命题 1 的 证 明 一 样 ,f 是 玉 上 的 可 测 孙 数 , 定 义 集合 
Fr， 并 且 令 请 二 门 j>xnBj, 那 么 {Fn} 是 可 测 集 的 增 序列 ,而 且 U 交 i 
Fs 二 EF。 事实 上 ,前 式 左边 的 集 是 集 列 {Es) 交 1 的 下 极限 集 LmE, 由 下 


极限 集 的 性 质 ( 命 题 1 .3.1) 和 在 EE 上 f(z) 一 f(z) 的 事实 可 知 它 
与 EE 相等 。 因 此 有 aw 使 CE 一 Ft) 过 58/2, 在 Fs 上 当 n 之 时 |f. 
Cz) 一 f(z)|<<1/k, 令 F= 门 和 LF* ,那么 jy(E 一 F)<6, 在 F 上 /,=> 
厂 。 

再 进一步 我 们 可 以 把 处 处 收敛 的 条 件 放宽 到 几乎 处 处 收 伍 ,这 
就 是 

定理 3( 叶 果 洛 夫 (Eropos) 定 理 ) 设 (X, 宁 ,A) 是 测度 空间 ,五 
EAR,y(E)< 过 oo0,{fn} 是 上 可 测 函 数列 ,在 玉 上 几乎 处 处 收敛 于 有 
限 函数 六 ,那么 对 任何 8 之 0, 必 定 存 在 巨 的 可 测 子 集 Es, 使 (EE 一 
EE;)<<6, 在 Es 上,(f,) 一 致 收敛 于 f。 

证 明 :首先 指出 本 定理 从 条 件 到 结论 都 没有 要 求 函 数 了 是 可 测 
的 。 但 是 因为 E 是 可 测 集 ,由 注 2 可 知 存在 零 测 集 EoCE, 使 在 EE 一 
E。 上 , {f(z)}) 处 处 收敛 于 f, 因 此 在 E 一 E。 上 可 测 。 修 改 f 的 值 
使 f(z) 二 0,; 对 zxzEEo, 那 么 ff 在 E 上 可 测 。 用 (E 一 Eo) 门 Es 取代 
Es, 定 理 的 结论 仍然 成 立 , 因 此 不 失 一 般 性 可 以 假设 了 是 无 上 可 测 
函数 。 

定理 本 身 的 证 明 是 简单 的 ,对 上 述 的 集合 一 Eo。 应 用 命题 2 即 
得 . 

推论 1 设 ( 和 X, 农 ,是 测度 空间 ,天 E 农 ,wp(E)<co( 矿 )} 是 五 
上 可 测 函 数列 ,在 天 上 几乎 处 处 收 仿 于 有 限 可 测 函 数 ,那么 {jf 依 
测度 收敛 于 f。 

注 3 定理 3 中 的 条 件 pr(E)<ce 是 不 可 少 的 ,例如 令 六 = (0， 
co) ,R= ,Hu=m, Es=X, : 

1 XE(0,n), 
f(r) = 0 zeE no0), n=],2,""， 
那么 f, 一 1, 但 是 户 不 近似 一 致 收敛 于 1。 
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注 4 ”对 于 叶 果 洛 夫 定 理 不 能 把 结论 加 强 为 除 掉 一 个 测度 为 零 
的 集合 外 ,f(z) 一 致 收敛 于 f(z)。 例如 令 E=[0,1],p 为 勒 贝 格 测 
度 ,f,(z) 二 X[ -二 ,二 ]。 易 见 f, 在 E 上 可 测 , 并 且 limf,(x)=0 在 EE 
上 处 处 成 立 。 假 设 E 为 [0,1] 的 一 个 零 测度 子 集 ,在 E 一 E。 上 太一 
0, 那 么 对 任 一 ce 二 0, 有 NEN, 使 当 n 之 N 时 有 |f.(zx)|<e 在 E 一 E。 


上 成 立 。 但 是 对 不 论 多 大 的 N, 令 4 二 | 关上 7 亲王 | 一 Eo 那么 


(A)= TT > "对 IEA 有 |Jnt CT) 一 1 Lt wis |=1， 


让 眉 。 


如 果 函 数 f(z) 在 z 点 存在 有 限 导数 ,那么 
Tt A fr) PP(zo)， 


如 果 f(z) 在 区 间 (a,5) 上 几乎 处 外 有 有 限 导 数 , 记 
f(z) _ f(z+Az) —/f (zx) 


AX 


那么 消 数 族 { f(z)} 当 Ax 一 0 时 ,几乎 处 处 收敛 于 P (zxz) ,这 时 是 否 
(sz)} 也 近似 一 致 收敛 于 户 (z) 呢 ? 下 面 的 例子 回答 了 这 个 问题 。 
 ” 例 3 设 f(z) 在 (a,5) 上 连续 ,关于 勒 贝 格 测度 几乎 处 处 有 有 
限 导 数 ,那么 对 任何 83>0, 必 存在 可 测 集 ECla,5b) 使 m((a,5b) 一 
zi)<0, 对 任何 e>0, 存 在 7>0, 对 一 切 zx EkE,x'€ (a,5), 当 
|z' 一 z+| 二 7 时 有 


Lz)—/(D)_ op Cx) <e, 
一 


证 明 , 令 二 {rz€ (a,b); 六 (x) 存 在 且 有 限 }, 易 见 记 是 可 测 集 ， 
并 且 m((a,b) 一 EE) 二 0。 设 {rj}? 是 (一 1,1) 中 的 全 体 有 理 数 , 令 


| 


易 见 {Q,}? 是 递减 列 ， 因而 {Pi)= =1 龙 递增 列 。 因为 了 在 上 上 可 测 并 
。8] 。 


且 扩 Cz)==limn[f(z 十 六 ) 一 f(z)], 所 以 (x) 是 玉 上 的 可 测 函 数 ， 


因此 成 是 可 测 集 。 又 因为 = UF;, 由 测度 的 下 连续 性 ,有 ns 使 
m((a 0) 一 天 )<6/2", 令 ,二 门人 1F% ,那么 m(E— EE;:)<=6, 对 E> 


0, 有 上 使 二 <e。 令 7 二 十 因为 ECE ,对 zxEFEs 有 


9 
7 


tA (x) 


< 二 ,对 jE Qn, 。 
当 |zx' 一 z|<7 时 ,有 子 序 列 {rj)}CQ, 使 xz 十 rj 一 x '。 因 为 ff 在 (a,b) 
上 连续 ,由 上 面 的 不 等 式 可 得 
jz ) 一 /CCz) 0 ] 
[won <i<: 
下 面 我 们 来 考察 测度 收敛 是 否 蕴 含 几乎 处 处 收 但。 
全 于 f ,那么 (f,} 在 玉 上 几乎 处 处 收敛 于 f， 


证 明 : 因 为 /,>f, 对 上 有 可 浏 集 BCE 使 J(E 一 Es) 之 1/k,/ 
>f。 令 下 二 Ur?E, 那 么 yy(E 一 F) 寺 pj(E—E)<1/k>0。 因 此 E 一 


FF 为 等 测 集 ,在 FF 上 f/f,. 一 /f。 

定理 5( 黎 茨 (Riesz) 定 理 ) 设 (X ,多 ,1) 是 测度 空间 ,EE 绝 , 如 
果 在 EE 上 可 测 函 数列 (f,}) 依 测度 收敛 于 f ,那么 必 有 子 序列 {f,} 在 
E 上 几乎 处 处 收敛 于 三 


证 明 : 因 为 之 f, 对 及 使 ACEC|f, 一 fl>1/4))<< 训 。 令 
=E(|f 一 f|<1/ 和 ), 则 py(E 一 Fi)< 之 去 。 令 Ej 二 wjFis 那 么 
(Ei) 是 可 测 集 的 增 序列 ,y(E 一 E)<<p(U?(E 一 Fi)) 世 二 ,在 E, 


上 刀 一 六 由 定理 4 可 知 过 了/。 
最 后 我 们 再 给 一 个 表现 可 测 函 数 性 质 的 例子 。 
例 4 设 f 在 [a,5] 上 可 测 , 试 证 明 存 在 数列 {4} 使 hh 一 0,lim/ 
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(z+hi)= f(r). 

分 析 ; 如 果 在 [a,5] 上 连续 ,那么 f 在 La,b5j 上 一 致 连续 ,因此 
对 任意 的 有 >0, 有 f(z 十 有 0) 一 f(x) 一 致 成 立 。 而 对 [a,b5j] 上 的 可 浏 
函数 只 能 做 到 几乎 处 处 ,并 且 只 对 某 个 趋 于 零 的 数列 {i} 才 有 f(z 
+h) >f(r). : 

证 明 : 由 重金 定理 ,对 任意 的 YEN 有 闭 集 FC[La,6], 使 m([a， 
中 一 Fr)< if 在 本 上 连续 ,从 而 一 致 连续 。 因 此 对 一 切 hh 一 0， 


只 要 zr 十 EFy 就 有 
f(zi+h (zr) VY rEF,, 
而 TX 十 hi Fy ,就 是 TIERF—h=r, (Fy), 因为 limm (tr_Fy{ Fy) 二 7 


(Fy), 所 以 有 ty 使 

m([asb] 一 (rsPy 几 Fn))< 广 ， 

| /zxz 十 六 ) 一 一 Foz)1< 六 水 站 

这 样 我 们 有 

m({zELa,b]:| zx 十 襄 ) 一 Hz)1> 立 < 六 
令 fr= f(zx+tty) ,那么 

Mi((zE[La bj: 一 -fl 之 7 < 站 
因此 更 有 

m({zEla,b]: fn 一 fl 之 六 < 方 。 


这 样 我 们 就 有 71 一/ 由 黎 茨 定理 ， 有 子 列 {70} 使 fy 一 了 f。 hh ’ 
那么 hs 即 为 所 求 。 
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习 题 


A 类 
设 (和 ,家 ,0 是 测度 空间 , 忆 E 家 ,p( 开 )<co( 户 ) ，(g) 是 五 上 
可 测 函 数列 。 
1, 设 了 是 已 上 可 测 函 数 , 那 么 六 一/ 的 充 要 条 件 是 对 {了 ,)} 的 任 
一 子 列 {f,} 都 可 从 中 取出 一 个 子 列 (f} 使 ff. 
2. 如果 /1 之 J ,gn 这 gg， 那么 
1) 厂 必 几 笠 处 处 收 敏 于 一 个 五 上 的 可 测 函 数 ， 
2) 如 果 又 有 /过 hh, 那么 ==， 
3) 如 果 f.g 在 世上 可 测 ,e、BER, 那 么 af 二 Bg,>af 二 Bg， 
4) 如 果 f\g 在 已 上 可 测 ,那么 fgn 过 fg， 
5) 如 果 g。 和 g 几乎 处 处 不 等 于 寄 ， 且 fg 都 是 已 上 可 测 的 ， 那 
么 f,/gs>f/g. 
举例 说 明 当 jE) 二 co 时 4)、5) 不 成 立 。 
3. 当 f=>f 时 ,对 任何 户 盖 0, 有 人 对 互 上 任何 可 测 
函数 户 | 访 一 由 之 17 一 让 。 
4. 设 厂 是 巨 CR 上 (wm (E)<coo) 勤 贝 格 可 测 函 数 , 证 明 必 存在 
一 列 阶梯 函数 {9} 使 
Pf, pf 
在 m(E) 二 co 时 ,By 之 成 立 ,并 举例 说 明 如 过 不 成 立 。 
5. 设 记 .有 是 下 上 可 测 函 数 ,9:R 一 R。 
1) 如 果 9 连续, 一 了 ,那么 9。f,>p。 7 
2) 如 果 9g 一致 连续 ,并 且 f. 一 了 一致 (近似 一 致 ;, 依 测度 ) 成 立 ， 
那么 p。 矿 一。 三 一 致 (近似 一 致 , 依 测度 ) 成 立 。 
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举例 说 明 当 不 连续 时 1) 不成立, 不一致 连续 时 2) 不 成 立 。 
6. 设 / 有 是 AN 上 的 计数 测度 ,那么 /一 / 当 且 仅 当 f ,二 f。 


B 类 


1. 定义 : 设 (和 ,22spi) 是 测度 空间 ,已 CX,{ 矿 ) 是 已 上 一 列 可 测 
蔬 数 ,如 采 对 任何 e>0 
lim (EC(|f,—f"l>e) =0 


天 一 全 CO 


就 称 {j) 是 (在 五 上 关于 0) 依 测度 基本 列 。 设 { 记 } 且 可 测 集 巨 上 依 
测度 基本 列 , 如 果 有 子 序列 { 户 )} 依 测度 收效 于 瓦 上 的 可 测 函 数 请 
那么 f=>f. 

2. 证 明 ( 矿 } 是 尼 上 依 测度 基本 列 的 充 要 末 件 是 存在 已 上 的 革 
个 可 测 函 数 了， 使 J 过 ff。 


3. 证 明 存 在 [a,6] 上 一 列 连 续 函 数 { 广 ) ,使 得 形式 级 数 万 十 户 
十 … 十 记 十 … 不 打 乱 顺序 ,但 可 在 其 中 播 入 括号 分 段 求 和 ， 使 所 成 的 
函数 项 级 数 ( 关 于 如) 几乎 处 处 收敛 于 事先 给 定 的 任何 勒 贝 格 可 测 承 

4. 设 jC( 玉 ) 过 oo0,f: 了 XX[0,1] 一 R 使 对 任 一 y€E[L0,1],f(，,y) 
是 可 测 的 ,对 住 一 XxE 久 ,f(zx，，) 是 连续 的 ，。 

1 ) 如 采 0 过 e,6 过 1 ,那么 Es 二 {zx; |f《ryy) 一 f(z,0) | 之 e 对 所 
有 y<<6}) 是 可 测 集 ， / 

2) 对 任 一 e 汪 0, 有 ECX 使 (EE)<e, 并 且 当 y>0 时 ,了 f(。 »Y) 
一 J(。,0) 在 上 一 致 成 立 。 

5. 设 {fi(7z)} 是 ECR 上 依 测度 收 合 列 , 且 存在 常数 M, 使 对 任 - 
总 的 有 有 |Az) 一 万 (z) 1 委 Mz 一 rz)VY Xx' ,XEE,。 试问 {用}) 在 EE 
上 几乎 处 处 收 伍 吗 ? 

6. 设 (X, 鹃 ,j0 是 测度 空间 , 玉 C 〇 和 , (及 ) 是 瓦 上 一 列 可 测 函 数 ， 
Ap(E)<oco ,而 且 九 一 co。 证 明 :对 任 一 9 盖 0, 必 存在 已 的 可 测 子 信 


* 名 De 


已 ,使 (EF 一 3) 过 8, 并 且 {f,) 在 EE 上 均匀 发 散 于 co( 即 对 任何 数 M 
0 存在 自然 数 NN, 使 当 nN 时 ,对 一 切 TE EE:, f(r) 宕 MM)., 


第 三 节 积分 及 其 性 质 


我 们 知道 闭 区 间 [La,5j 上 的 非 负 连续 函数 f 在 La,5] 上 的 黎 曼 积 
分 是 下 积分 和 BimiAzx; 的 上 确 界 ,而 下 积分 和 又 是 阶梯 函数 
2312Xe -ao 的 称 曼 积分 。 因此 


CR)| f(x)dr 


= sup(| rz)dz:g(z) < f(z) ,gkz) 是 阶梯 函数 。 


男 一 方面 ,在 第 一 节 我 们 知道 任 一 非 负 可 测 函 数 都 是 一 个 简单 函数 
列 的 极限 ,因此 我 们 从 简单 咬 数 开始 来 定义 抽象 积分 是 很 自然 的 。 

定义 1 设 (和 X, 宏 ,是 一 个 测度 空间 , 忆 E 家 ,9 一 到 ai 是 一 个 
简单 函数 ,那么 定义 9 在 EE 上 关于 的 积分 


| .wzdp = BaipEi N 已。 (D 
如 果 了 是 玉 上 的 非 负 可 测 函 数 ,那么 定义 在 E 上 关于 的 积分 
| fdr 


一 sup (| wz)du:0 委 9? 委 访 2 是 简单 晒 数 | 。 
如 果 太 是 已 上 任意 的 可 测 函 数 ,并 且 | Cdp, | 广 dy 中 至 少 有 
| fedp 一 | (z)dAp 一 | (x)dp 。 
如 果 | f+ (z)dp,| f(z)dy 都 是 有 限 的 ,那么 称 在 EE 上 可 积 .在 
E 上 关于 勒 贝 格 测度 可 积 的 函数 全 体 记 为 LC(E)。 
为 简单 起 见 ,可 把 | f(z)dx 记 为 | fap、|fdp, 其 至 | 六 
ee 86，。 


注 1 1) 简 单 函 数 的 积分 具有 可 加 性 。 设 中 (Z) 王 31aXe (x)， 
凡 (z) 一 已 -iDjXr (z)， 令 8 一 由 十 由 ,那么 
[GB = jadx 十 [gdp. 
事实 上 , 令 Gjy=ENFVY 1<iSmn,l<j<n,Ga = E— UiF,, 
Gmtlj 一 F, 一 UrEiri 二 di 十 b; V1l<i<m,]l < J] NTintl 一 
disrmt1i 一 Bj 者 么 FX) 一 Er ZiriXe, (T) ;从 而 : 
| 一 SE (G7,) 
一 pa QA E) 十 。 之 17) 
一 ad 十 [pdx. 
2)E 上 的 有 办 可 测 肾 数 在 五 上 是 可 积 的 。 
3)f 在 E 上 可 积 当 旦 和 仪 当 |f 在 E 上 可 积 , 并 且 
fan < | lan。 
这 是 因为 |f|== 广 十 广 , 因 此 
Nan = 1 | 1s + | [fla 
性 质 3) 是 歼 曼 积分 与 关于 抽象 测度 p 的 积分 的 本 质 区 别 之 一 。 
例如 函数 f(z) 二 221( 一 1)"”(n 十 1)Xe 二 ,1 在 [0,1] 上 黎 曼 可 积 ,而 
关于 勒 贝 格 测度 不 可 积 ， 
性 质 1( 积 分 的 单调 性 ) 设 (X, 家 ,jp 是 一 个 测度 空间 ,已 E 农 ， 
f.g 是 玉 上 的 非 负 太 可 测 函 数 , 或 者 都 是 可 积 函 数 , 并 和 且 f 三 g, 那 么 
| ans | gdp。 
证 明 : 先 设 f、g 非 负 。 易 见 有 和 集合 的 包含 关系 
{pg:9 是 简单 沙 数 ,0q 志 让 


C(92:8 是 简单 函数 ,0 和 PSg )。 
因此 由 积分 的 定义 有 


| an 一 sup{| pdp:0 之 gp 世 f,9 为 简单 函数 )} 


< sup{| .dui0 二 9 蒜 8,9 为 简单 较 数 )} 


一 | saw。 
如 果 了 是 任意 可 积 国 数 ,并 且 j 委 g ,那么 广 科 g ,之 g ,由 
上 面 的 证 明 有 | . 疡 | .e+ ,| 广 之 |,g .由 于 |. 广 、|.g” 都 是 有 限 
的 ,所 以 
jz | 7*— | 六 < | 全 一 |.2-= | ,8 
性 质 2 设 (X, 绝 ,py) 是 测度 空间 ,A、EERC,ACE,f 在 A 上 非 
负 可 测 或 可 积 , 那 么 
| dp 一 | xi dy 
证 明 : 先 设 了 是 非 负 可 测 函 数 ,p 是 不 大 于 了 了 的 非 负 简单 函数 ， 
那么 
| f= sup] ,p= Sep jt = | 
其 中 yy 也 是 简单 函数 。 如 果 了 是 一 般 可 积 函 数 , 那 么 
| 7 一 [ass | 广 = | Xaf 一 | xaf- 
=— | Xaf)+— | 1) -= | xaf 
(只 用 到 一 般 可 积 函 数 积分 的 定义 )。 : 
性 质 3 设 ( 久 , 统 ,1) 是 一 个 测度 空间 ,是 E 上 的 非 负 可 测 函 
数 或 可 积 胃 数 ,c 为 常数 ,那么 
|.cf= | f. / (2) 
证 明 ; 显 然 (2) 式 对 c= 二 0 成 立 , 因 此 下 面 设 ,c 关 0。 先 设 f 是 简单 
销 数 , 记 f (zr)= BiaiXe, (X) ,那么 cf 一 2icaiXes， 根 据 积分 的 定义 可 对 
(2) 式 成 立 。 当 yy 为 非 负 可 测 函 数 时 有 
| cx/ 一 sup (| :0 9 cf ,Pp 是 简单 函数 | 
。88 。 


了 ,0 二 三 区 六 p 是 简单 函数 | 
y:0 之 9 过 f,p 是 简单 函数 | 


如 果 了 是 一 般 可 积 函数 ,那么 对 > 0 有 (c 记 + 一 cf, 并 且 c| 请 有 
限 当 且 仅 当 | (cf/)+ 有 限 ,因此 (2) 成 立 , 对 c < 0 有 (c 有 + 一 一 cj， 
并 且 |(c/)+ 有 限 当 且 仅 当 | 一 cf” 有 限 ,因此 
| cr= | .n+ | em- 
一 | oo 广 -| of 
= ec( 产 -| 广 := 
性 质 4 设 ( 和 ,到 ,Ap) 是 一 个 测度 空间 ,上 是 已 上 非 负 可 积 郴 


数 ,那么 
1)A(EC1 一 cc)) 一 0, 并 且 天 (J/>>0) 是 c- 有 限 集 ， 


2)| fax = 0, 当 且 仅 当 了 一 0， 
E E 
证 明 : 对 a€ (0,00), 令 EE(f>a), 记 1 一 | f ,那么 


1> | fxs, > | axs, = az(E)， 
因此 jy(E,) 志 a I, z 
1) 因 为 巨 (F= 十 co)= 门 ?已 , 所 以 prCE(CF 二 十 co)) 委 ACE 去 
2 7 一 0。 同 理 可 证 wp( 天 (一 一 co)) 一 0。 而 已 (0) 一 LTFEL)N 
(EL)<m7 ,所 以 五 (1/>0) 是 c- 有 限 的 。 


2) 如 果 了 = | /= 0 ,那么 对 任 一 mACE1) 一 0。 而 巨 (A>0) 一 
UT 1， 因此 Ap 一 0)) 一 0 也 艺 f=0, 


。89 。 


下 面 一 个 结论 揭示 了 积分 和 测度 的 关系 , 藉 此 可 以 把 测度 的 许 
多 性 质 转 移 到 积分 上 去 。 
单 函 数 ,那么 
7Y(E) = | dr 
是 胞 上 的 测度 。 
证 明 : 设 9 一 可 aiXs ;ai>>0。 由 定义 可 知 7(2B) 二 0,7(E) 之 0。 下 
面 证 明 Y 具有 可 列 可 加 性 。 设 {4)} 是 互 不 相交 的 可 测 集 列 , A 一 U 


7(A) = | dy = Siaip( 们 4) 
= 一 Sraioip(E, 门 Aj) 
< i121a 4A(E, 外 Aj) 


= | 9 dx = 27(A)). 


推论 1 设 ( 久 , 殉 ,让 是 一 个 测度 空间 , {5,}C 史 是 一 个 扩张 
列 ,E 二 UE,,p 是 巨 上 非 负 简单 函数 ,那么 


lim|， pdp = | dy 
证 明 : 令 7Y(E) 一 | du ,由 性 质 5 可 知 7 是 一 个 测度 ,从 而 具 
有 下 连续 性 ,因此 
tim| ， pdpx 一 lim7(E,) = 7(E) = | pap 


为 了 进一步 讨论 积分 的 性 质 ,我 们 需要 下 面 的 引 理 。 
引 理 1( 勒 维 (Levi) 引 理 ) 设 (X, 灾 ,A) 是 一 个 测度 空间 ,{ 广 ) 
是 E 上 非 负 可 测 函 数列 ,{f,) 单 调 增收 全 于 f, 那 么 


lim| /dp — | .fax. (3) 


证 明 : 易 见 {| f.dx) 是 单调 增 数列 ,因此 lim| /存在 (可 能 是 二 


e 00， 


ee ee ww ce ee wd = “ “~ 一 一 | 


co) 。 因 为 | 太 < |/, 所 以 lim |/. < |. 为 证 反方 向 的 不 等 式 ,固定 a 
E [0,1), 设 gp 为 简单 函数 ,0 委 9 扫 请 令 已 二 ECA>>ap) ,那么 {EE,) 
是 可 测 集 的 递增 列 , 并 且 U E, = 瓦 . 易 见 


中 .< | £7/ < | 六 


由 推论 1 有 | ,ps lim| f. 令 一 1 得 | .p<lim| 太 . 对 0o< ys/ 


取 上 确 界 ,得 | / < lim |/,. 


注 2 1){f} 的 单调 性 不 可 少 。 例 如 取 jy 为 勒 贝 格 测度 ,f= 
Xeon+D。 易 见 f, 一 0, 因此 (3) 式 右 边 为 零 , 而 左边 为 1。 

2) 如 果 ({f,} 单调 下 降 ,那么 (3) 可 能 不 成 立 。 例 如 今 拨 = Xu)， 
上 为 勒 贝 格 测度 ,那么 (3) 式 右边 是 零 ,而 左边 为 十 ce。 

推论 2 ” 设 {( 五 } 是 可 测 集 的 增 序列 ,5 二 UE,,f 是 上 非 负 可 
测 函 数 , 那 么 


lim| .fap = | Jan 


证 明 : 令 ,二 fXs,;, 则 {f,} 是 天 上 可 测 函 数 的 增 序列 ,六 zx) = 
limf,(z) ,由 勒 维 引 理 有 


lim|. fa 一 lim| fudx 一 | an 


定理 1 设 (X, 有 ,Ap) 是 一 个 测度 空间 ,{f,}?m 世 co) 是 EC 
XX 上 非 负 可 测 函 数列 ,f 一 3",f,, 那 么 : 
| an 一 Br | Pd. (4) 


证 明 ; 先 证 明 (4) 对 m == 2 成 立 , 设 刻 、fs 是 两 个 非 负 可 测 函 数 ， 
(2 《 力 是 趋 于 廊 、/ 的 简单 函数 增 序 列 , 于 是 {o 十 少 } 是 趋 于 及 
十 fz 的 简单 函数 增 序列 ,由 勒 维 引 理 有 


| + fod = lim| (9 + pi)dp 


* OQ. 


Te pe he nhl Hr mtd er EE He ri he ph ee hb rE -tt 1 


hr he eT 


一 lim| pdp 十 lim| gdp 
一 fi 十 /2。 
由 归纳 法 有 | fdy = 下 | fdx。 令 Fw 一 或/,, 对 (Fw) 用 勒 维 引 
理 得 (4)。 
性 质 6( 积 分 的 线性 性 ) 设 (X, 有 丈 ,w) 是 一 个 测度 空间 ,E € 
名 ,fg 在 上 上 可 积 , 那 么 对 任何 a、B € R, 有 
| ,Cf 十 pg)dw 一 “ fdp 十 p| gdr. 
证 明 : 由 性 质 3 只 要 证 明 a = 8 十 1 的 情形 . 记 h 二 =f 十 g, 易 见 
Al 硅 1fE 十 1g1。 因 为 |fi、lg1 可 积 ,由 定理 1,|f| 十 |g| 可 积 ,从 
而 Ih| 可 积 , 因 此 ht+,h7 可 积 , 因 为 ht 一 h = 个 一 /十 gt 一 gg， 
所 以 hi 十 f 十 g 二 hh 十 让 十 g ,再 由 定理 1, 有 
[anit IF-+ |s-= [+ [Fr+ | 时 


J od a A nd Ca 
定理 2( 积 分 的 可 列 可 加 性 ) ” 设 (X, 绝 ,p) 是 测度 空间 ,E、E; 是 
可 测 集 ,E 二 UrE;,E; 两 两 不 相交 。 设 了 在 下 上 可 积 ,那么 /在 天 上 
可 积 的 充 要 条 件 是 


2)3| fldpy < ce 。 


从 而 


当 了 可 积 时 ,| .f= 引 。/。 
证 明 : 令 万 = |flXs; 则 |f| = ,由 定理 12 有 
ff1= 3 = 5 A. 


因此 了 在 EE 上 可 积 当 且 仅 当 |f| 在 EE 上 可 积 当 且 仅 当 |f| 在 E 上 
* 92。 


可 积 ,并 且 引 _IAI < =。 
当 f 可 积 时 ,/*、/ 也 可 积 . 令 g, 二 /+ Xe yh, 二 Xe。 由 上 面 
的 证 明 有 
je 
因此 
六 = 六 -六 = 下 六 -下 六 
— 引 .一 广 ) = 下./ 


定理 3( 积 分 的 绝对 连续 性 ) ” 设 (X, 腕 ,wp) 是 一 个 测度 空间 ,EE 
E 灾 , 是 玉 上 可 积 隙 数 , 那 么 对 任何 e 半 0, 必 存在 6 汪 >0, 当 e 是 EE 
的 可 测 子 集 , yj(e) < 和 时 ,有 


| lIfldy < e。 
证 明 :根据 定义 1 存在 简单 函数 9 使 0 委 9 委 记 
| CI — pdp < e/2, 
设 9 一 ZiaXs , 令 M = maxlai}i,0 = 
有 


总 
2M 了 7， 那么 当 pe) < 9 时 ， 


| lan= | fi ~ Paxt+ [pip 


< | fl — Wdp+ | wap 
< e/2 十 Mn(e) < e。 
作为 本 节 的 结束 我 们 来 考察 积分 的 变量 代 换 ,为 此 我 们 先 回忆 
数学 分 析 中 积分 的 变量 代 换 定理 。 
设 f(z) 是 [a,b] 上 的 连续 浮 数 ,zx = 9L1) 是 [La,B] 上 的 连续 可 微 
函数,p(La,B]) C [ebpd) 一 a MD) 一 0 那么 


0O3。 


8 8 
| f(r)dz = | f (gg (dt 


A 
一 | fl(p() do)., (5) 


现在 我 们 把 上 式 改 写成 关于 测度 的 积分 的 形式 。 令 F = [a,bj， 
pj 二 dx, 那么 (5) 式 左边 为 


| Aramczr)， 
显然 [a,B] = gz:CF) ,而 我 们 又 希望 (5) 式 右 边 可 以 写成 
| ,f(g()) dp dt), 
Pp CF) 


因此 对 EC [La,PBj, 要 求 pn(E) 一 pC(9E))。 

这 样 ,我 们 对 关于 测度 的 积分 的 变量 代 换 公式 已 有 了 一 个 粗略 
的 认识 ,下 面 我 们 来 建立 有 关 的 理论 。 

定义 2 设 (X;, 人 Ri, 4) CG 二 1,2) 是 测度 空间 ,9:X1 一 人， 是 
( 统 1, 贸 ,) 可 测 映 射 , 称 8p 是 保 测 映 射 , 如 果 对 Ei € 和 %; ,FE1) € 坟 ,， 
| yg (E,) E Ri,¥H pk) = ta (gp (Es)) ,palE) = jE1)). 

引 理 2 设 9: (Xj, 统 1,11) 一 (Xs, 克 1,p) 是 一 个 保 测 映射 ,如 
E,F € Rspa(E NF) = 0, 那 么 jo(9E) 由 HF)) 一 0; 如 果 E,F 
E RostulE NF) = 0 那么 Ar fy 1F)) 一 0。 

证 明 ; 设 E,FER,n(ENF)=0,. 因 为 EUF=(E 一 (E|| 
天)) UCGR 一 (站 FF))UCGE 站 RE) 右边 为 两 两 不 交 的 可 测 集 的 并 ， 
所 以 

(EE) AF)=AE— EMFD)+AaF— (EfF)) 

十 jCE fF) 
= pj(EURF) 
一 up CE UF)) 
一 jp(E) U FF)) 
一 pj pCE)) 十 pF)) 一 pplE) 人 
oF)) 
e 0Q4。 


A cr tt ep met tt tet rm ee ee 1 


= a(E) 十 ACE) — pHE) 人 9(F))., 
由 此 推出 jC9(E) 门 9(F)) = 0。 

设 E,F ER pFE NF)=0, 因 为 yg (BE) NN gi(F)= GE 

门下 )，, 所 以 
pAE) MN gEF)) = pg FE fF)) 
一 jlE (FF) = 0, 

定理 4 设 (X,,R;,; 44)G = 二 1,2) 是 测度 空间 ,9:; (XX 和 F110) 一 
(AX,, Ri, 12) 是 保 测 单 射 ,CX,, 那 么 上 的 函数 关于 1 可 积 当 
上 且 仅 当 f。 9 在 gCF) 上 关于 jn 可 积 。 当 了 可 积 时 ,有 

[fd = | fpr) dulz). 

证 明 ; 如 果 g = 21pBiXr 是 (Xs,, 统 ;) 上 的 简单 晴 数 ,那么 g。9 = 
IPiXy-ir，) 是 ( 久 1, 绝 1) 上 的 简单 函数 。 反 之 ,如 果 瑚 = ZiajXe 是 (Xi， 
R1) 上 的 简单 函数 , 令 Fi 二 9E) ,因为 9 是 单 射 ,F; 也 两 两 不 交 ,所 
以 g 一斑 ax 是 (Xe,22s) 上 的 简单 函数 ,并 且 有 二 g。9。 对 g 我 们 有 

| gC) dz,) = Sipips (PF; (1 F) 
一 Zipip (gp (Fi (NF)) 
一 Zp (EF) ff FE)) 


= | 1 (S17PiXe-r dp (Zi ) 
p (F) 

一 | ,gg° rdp(r), 
多 (F) | 


设 f 是 ( 哆 ;, 儿 ) 可 测 , 那 么 1 。p 是 ( 弦 , 久 ) 可 测 , 所 以 对 之 0 
有 


[RACAL EAED 
一 sup{ [gCx2)dpaCz2) :0 < 品 f,g 是 简单 函数 | 


= sup(| ，g rr)dmzD:0 扩 8( 凡 二 思 风 ， 


* QOD。 


g 是 简单 函数 ! 
= sup{| ,hl ddn Cr) :0 Sh fp, 
yg (F) 
h 是 简单 函数 ) 
= | fpr dnl), 
p 《下 


因此 /了 关于 jz 可 积 当 且 仅 当 /。9? 关 于 jp 可 积 。 
对 一 般 函 数 了 分 别 考虑 f”、f ,得 到 


| fz dle) 

一 | (zaz)dAz(Czz) 一 | (x2)d pa (rs) 

= |， f+ (gr) dp zi) -| f- (pr) dpa lr) 
pF) p 1F) 


= | fpr dae, 

定义 3 设 (X;, 久 )( = 二 1,2) 是 可 测 空间 ,9;X1 一 XX, 是 ( 统 ， 
1,) 可 测 双 射 , 并 且 有 农 ; = 入 (家 ) ,那么 称 9 是 (Xi ,1) 到 (区 ) 
的 可 测 同 构 映 射 。 

易 见 如 果 ?是 可 测 同 构 映 射 ,那么 ! 也 是 可 测 同 构 上 映射。 

推论 3 设 (X, 胸 )G=1,2) 是 可 测 空间 ,9p: (X1, 和 FR1) 一 (X,， 
统 ;) 是 可 测 同 构 上 映射,w 是 (XX,, 级 ;) 上 的 测度 ,Ff € 有 丈 :。 那 么 下 上 的 
函数 f 关 于 4 可 积 当 且 仅 当 y71(F) 上 的 函数 太 。 ?关于 测度 XY “ ) 一 
AC(9《*)) 可 积 。 当 f 可 积 时 ,有 


| f Cx) d(x,) 一 | 1 (PT1))dY Cr). 
多 


证 明 : 令 Ai 一 ”Ap = 二 1, 为 用 定理 4 只 要 证 明 yg 是 一 个 (Xi, 统 1， 
Am) 一 (Xp 保 测 映射 , 设 FE R,, 那 么 9 (FF) € 人 RR1. 对 EE 
,有 FE 弛 , 使 = 91(F), 并 且 WE) 下。 因此 必 (F) 一 
ApCPCOTICE))) 一 7 AF)) 一 AGO (RD)) 所 以 9 是 一 个 保 测 映射 。 
推论 4 设 (R,s“ ,Am ) 是 直线 上 的 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 测度 空间 ， 
e QF 。 


9:R 一 R 是 严格 单调 增加 连续 函数 ,了 是 波 雷 耳 可 测 函 数 ,那么 /在 
波 雷 耳 集 下 上 px 可 积 当 且 仅 当 。9 在 集 g (FF) 上 关于 pp 可 积 。 
当 了 可 积 时 ,有 


[jf C0)dg6z) = | ,fpr))dg (pr)). 
F ps (FF) 


证 明 ;f 波 雷 耳 可 测 , 因 此 勒 贝 格 一 斯 蒂 阶 可 测 . 又 因为 9 是 严 
格 单 调 增 连续 函数 ,f。 yp 也 是 波 雷 耳 可 测 , 人 队 而 属于 ?为 了 应 用 
推论 3, 我 们 只 要 证 明 9 是 一 个 (R, 儿 ,以 ) 一 (R, 儿 14.p) 可 测 辣 构 映 
射 . 显 然 2 是 一 个 双 射 .因为 1 (Cspj) = (g(a),g 1100) ] ,所 以 
91( 多 6) = Ro, 这 里 家 ,是 例 工 . 1.2 所 定义 的 环 , 令 A = {ECR， 
9 (EE) € 多 }. 易 证 HA 是 一 个 o- 环 ,并 且 Ht W,, 从 而 H 疙 多 ， 
也 即 六 (名 ) C 名。 考 虚 映射 9 ' ,可 得 HB) C 浪人 从 而 留 CC 
V1( 多 ), 因 此 名 = 打 !( 殉 )。 


站 题 


A 类 


1. 证 明 :对 [a, 拉 上 非 负 连 续 函 数 /如 果 | f(z)dz 一 0, 那么 
f(z) 一 0。 如 采 勒 贝 格 积 分 换 成 勒 贝 烙 一 斯 菇 阶 积分 ,结果 如 何 ? 

2. 设 fg 是 (六 ,名 ,4) 上 可 积 画 数 , 那 么 ( 产 十 82)12 也 是 (XX， 
2 腕 ,Hp 上 可 积 未 数 。 

3. 当 /(z) 是 (一 00,00) 上 勒 贝 格 可 积 枉 数 时 ,证 明 对 任何 i， 
f(z 十 也 是 勒 贝 格 可 积 的 。 如 采 是 (R,5CE,p1) 上 可 积 画 数 ， 问 
f(z 十 ) 是 否 在 (R,5L* ,ps) 上 可 积 ,为 什么 ? 

4. 设 巨 是 测度 空间 ( 祥 , 饮 ,1) 上 测度 有 限 的 集 ,证 明 / 在 上 可 
积 的 充 要 条 件 是 EYnp(E,) 过 oo0, 其 中 EE = El(n 志 |f| < 之 xn 十 1)， 

5. 设 pe 且 可 测 空 间 ( 卫 , 吏 ) 上 的 两 个 测度 ,并且 对 一 切 五 GE 
须 ,A(E) 委 He( 玉 )。 证 明 : 如 采 了 在 下 上 关于 Am 可 积 , 那 么 了 在 互 上 

e 号 7 。 


HR 


关于 Pi、F: 十 Pr; 也 ,可 积 , 并 且 
| fdlp 十 £2) = | fdp 十 | f dy. 
E E E 


6. 设 f(x) 在 EE 上 勒 册 格 可 积 ,E, 二 E(|If|n), 试 证 :lim nn 
mE, = 0,。 : z 。 
7. 设 f 之 0, 在 上 可 测 , 令 
f(z) - | 
E J f(x)>>p 时， 


试 证 ， | fx)dz = lim | [f Cz) jdz, 
E poJjJE 


B 类 


1. wa/ -| 7 0 (a > 0),， 


0 UV, 
讨论 a 为 何 值 时 ,f 是 [0,1] 上 蔷 贝 阁 可 积 函 数 或 不 可 积 画 数 。 
[之 1~“sin 1 | 并 | > 0， 


z (a > 0),， 


ec -| 
0 立 一 


讨论 a 为 何 值 时 ,是 RR 上 和 勒 贝 格 可 积 或 不 可 积 函 数 ， 
2. 设 (Xi 宛 ) 人 一 1,2) 是 可 测 空间 ,p 是 民 一 以 ;的 可 测 映射 ， 
记 入 二 v1(R,)。 
1) 证 明 尺 也 是 殉 | 的 一 个 o- 耶 环 ， 
2) 如 果 是 羽 上 关于 (Xi, 弦 syp) 可 积 函 数 , 那 么 (9(*)) 是 
gi1() 上 (Xi 名 ,7(.)) 的 可 积 画 数 ， 其 中 7(.) 二 pe(。)) ,并 且 
| Aceodnkzo) = | fpr Vdu(pr)), 
E 时 (EE) 


3. 设 { 矿 ) 是 (XX ,多 ,1) 上 的 非 负 可 测 函 数列 ,ff 并 且 |/ 一 
lim| 7 < 0, 那么 对 任 一 EE 名 ,| /一 lim| /但 是 当 [f =lim|/ 
, 98 。 


一 co 时 上 述 结 论 未 必 成 立 。 
4. 设 三 是 (和 , 哆 ,pp) 上 的 非 负 可 测 函 数 , 对 瑟 E 弦 , 令 A(E) = 


| am 证 明 : 对 任 一 非 负 可 测 函 数 8, 有 |sdh = |fgdp 

5. 设 {f,} 是 已 上 非 负 可 测 函 数列 ,{ 户 } yf, 并且 对 某 个 k, | 
< ~, 那 么 |f = tim| 天。 

6. 如 果 三 是 (XGA 上 的 可 测 函 数 ,F > 0,| /< co ,那么 对 


任 一 e 之 0, 有 已 E 使 KE) < oo| /> | 7 一 * 


第 四 节 。 积分 的 极限 定理 


在 上 一 节 我 们 已 经 涉及 对 函数 的 单调 列 的 积分 取 极 限 的 问题 ， 
本 节 我 们 将 在 更 一 般 的 条 件 下 讨论 积分 号 下 取 极 限 的 问题 。 

定理 1 (法 都 (Fatou) 定理 ) 设 (X ,多 ,Ap) 是 一 个 测度 空间 ， 
EE€ 哆 ,{f,} 是 EE 上 非 负 可 测 函 数 , 那 么 


| limfrdx < lim| fd. (1) 
证 明 : 对 任 一 定义 gi(X) 一 infiwwf,(z), 易 见 {g,) 是 非 负 可 测 
函数 的 单调 增 序列 ,并 且 对 "之 k 有 g4 才 f ,从 而 |gxdx < |f.dp。 到 
下 确 界 ,有 | gidp < infe>t| Pdws 令 4 -~ co 由 列 维 定理 有 
| im = | ing = ti] 和 和 各 | 六 


注 1 (1) 中 的 严格 不 等 号 也 可 能 成 立 。 例 如 令 下 = (0,1)， 
fz) = nr”!1(n 二 1,2,…), 那 么 


| lim ne dm 一 0 之 1 二 lim| nz:dm。 


推论 1 设 (X, 骂 ,) 是 一 个 测度 空间 ,E € 缀 ,{f,) 是 EE 上 非 
。99 。 


负 可 测 函 数列 ,f 可 测 ,f, 几乎 处 处 收 伍 于 f, 那 么 
| an < im | frdp. 


定理 2( 勒 贝 格 控制 收敛 定理 )” 设 (X, 统 ,x) 是 一 个 测度 空间 ， 
EE€ER,(f,) 是 EE 上 可 测 函 数列 ,g 是 上 非 负 可 积 汞 数 , 使 |f, (x) | 
志 g(T)。 如 果 了 可 测 ,f, 几乎 处 处 收敛 于 f ,那么 可 积 , 并 且 


| an = lim| .Fan 


证 明 : 易 见 |f| 二 g, 从 而 在 EE 上 可 积 ,因为 g 十 f, 之 0;g 一 
/之 0, 应 用 法 都 定理 有 


[gd + |7ap& 血 [e+Fdan= |san+ 血 | Pan 
|adx 一 |fax 委 im| ce — f,)dp = Jadx 一 im| Adwu. 


因此 | /dp < | /az 入 血 | Adaw, 从 而 | Jan = lim| /an 

定理 3( 有 界 收 剑 定 理 )  ” 设 (X ,家 ,mw) 是 一 个 测度 空间 ,已 GE 
sp(E) 过 co,{f,) 是 E 上 可 测 函 数 ,|f,| 过 M。 如 果 f 几乎 处 处 收 
敏 于 f,f 在 EE 上 可 测 , 那 么 


| an = lim| far. 


证 明 .: 令 g(x) 二 MXe(z)。 因 为 jC(E) 过 oo0, 所 以 g 可 积 ,. 应 用 定 
理 2 即 得 。 

注 2 ”上面 我 们 按照 勤 维 引 理 之 法 都 定理 之 勒 幢 格 控制 收敛 
定理 的 路 线 论证 ,事实 上 ,这 三 个 定理 是 等 价 的 ， 读者 可 以 从 任 一 定 
理 出 发 推出 其 他 两 个 定理 。 

下 面 我 们 来 加 强 定 理 2, 为 此 需要 引入 一 些 新 的 概念 和 结论 。 

设 (X, 弦 ,1) 是 一 个 测度 空间 ,. 称 {E,} 是 上 的 一 列 测度 有 限 单 
调 覆 盖 , 如 果 {E,} 是 可 测 集 的 单调 增 序 列 ,x(E,) 二 oo, 并 且 E 
一 U7?E,. 显 然 任 一 o- 有 限 集 都 有 一 列 测度 有 限 单 调 获 盖 。 

。100 。 


设 了 是 巨 上 的 可 测 函 数 , 令 本 一 下 (| 站 入 N), 记 [ 门 v= As ， 
称 为 的 截断 函数 。 

我 们 有 下 面 重 要 的 

引 理 1 设 (X, 绝 ,p) 是 一 个 测度 空间 ,已 是 o- 有 限 集 。 又 设 
是 EE 上 非 负 可 测 函 数 ,{E,) 是 EE 的 一 列 测度 有 限 单调 覆盖 ,{M,) 是 
趋 于 十 oo 的 一 个 单调 增 数 列 ,那么 


lim| ,Lf Ju dp = | an。 
证 明 ， 因为 (|,[f Iw 是 单调 增 数列 , 它 的 极限 存在 , 记 为 
5( 可 能 为 十 oo)。 显 然 ; < |fdp, 因 此 只 要 证 ;之 | /an 
先 设 |fdx < oo, 那 么 对 任 一 > 0, 有 非 负 简单 函数 p< ,使 
| az> | 7 dy — ed Pz) = ZiaXs ,A = UF;,M = max{a,, 
044) ,那么 A4CE,px(4A)<< 吕 ,p 志 [fjx。 当 MM 之 MM 时 ,有 


< | [Lf ju 十 MApC4 一 五 ) 

人 $5 十 Muh — EE,), (2) 
因为 {4 一 E,} 是 单调 下 降 列 ,并 且 站 ?了 (4 一 EE,) 一 4 一 UFE 一 4 

一 下 一人 ,又 因为 pUC4 一 EE,) 二 L(A) 过 oo, 由 测度 的 上 连续 性 有 

Am(4 一 EF,) 一 0。 在 (2) 中 令 n 一 oo 得 到 


|fax— e 一 Jpax<s. 
令 e 一 0 即 得 |fdx < 5。 


如 果 |fdx= 那么 对 任意 的 必 有 非 负 价 单数 了 合 | 
> K. 用 上 面 的 证 明 同样 可 得 ;之 KK。 令 K 一 oo 即 得 ;二 oo。 
定理 4。 设 (X, 统 ,/) 是 一 个 测度 空间 ,{ 访 } 是 E 上 的 可 测 函 数 
* 101。 


列 ,|7j/.| 委 858,g8 是 马上 可 测 函 数 ,如 果 忆 是 c 有 限 集 ,了 在 上 可 测 ， 
( 态 } 依 测度 收敛 到 / ,那么 在 上 可 积 ,并 且 


lim| fdp = | fdp,。 
E z E 
证 明 ; 因 为 fn 之 了 ,所 以 有 子 列 {f} 几乎 处 处 收 钙 于 ,由 定理 
tim| fade 一 | an。 
因为 g 可 积 , 对 se 盖 0 有 GG>0, 当 eC 匹 ,pe)<9 时 ,有 
| gap<<e/4， 
假设 jy(E) 二 ceo, 那么 取 7 了 使 7IHp( 五 ) 二 ef/2.,. 令 
A.(7) ~ E(|f,— /| 之 7)， 
B,.(7) = EC(|f, — f| < 7),， 
那么 存在 w; 当 nn 放 no 时 ,有 jC(A,《7)) 二 65, 从 而 
€ 
| ede < 4 
于 是 
| fap — | faxl < | ,17 — fldx 


<), ,lf flax t+ |, ,lf — flax 


< 地 十 h(E) < e, 


如 果 上 是 o- 有 限 集 ,那么 有 一 列 测度 有 限 单调 覆盖 ik,} ,以 及 赵 
于 十 co 的 单调 增 数列 {Mi}) ,因此 


| sa = | gdx— | sdp < | gdx— | [gm < 7 
FE 一 已 E E, E E, 
对 有 noy 当 nn 放 no 时 ,有 
| (f,— fydxyl| = 二 。 
E, 2 
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Plain 


由 此 可 知 , 当 盖 no 时 ,有 
=- Parl < 1 Gm Paxl + 1|,, ~ panl 


< id — 六 di 十 fis zedr 


<| ffldyt+ ee 
E, 2 


注 3 定理 4 中 控制 函数 g 的 可 积 性 是 不 可 少 的 ,例如 在 (R， 
sm) 上 , 取 E== [0,00),f, 一 和 ra 那么 fn， > 0,. 但 是 控制 晴 数 


g(z) = Xos 在 已 上 不 可 积 ,定理 的 结论 也 不 成 立 ,| fdk = 1 ,而 
一 | am。 

下 面 儿 个 定理 是 控制 收敛 定理 的 重要 应 用 ,为 了 叙述 这 些 应 用 ， 
我 们 先 引入 


积 沙 数列 ,f 也 在 五 上 可 积 , 如 果 


那么 称 { 万) 平均 收 争 于 f. 

定理 2 设 (X, 纪 ,x) 是 一 个 测度 空间 ,f 是 上 的 可 积 隆 数 , 那 
从 

1) 存在 简单 函数 列 {9} 使 {gp,) 平均 收敛 于 f， 

如 果 卫 二 RR% = 必 5p== pj, 那 么 

2) 存在 阶梯 函数 列 平均 收敛 于 ff; 

3) 存在 丸 上 的 连续 函数 列 平均 收 伍 于 f。 

证 明 ;1) 因为 了 可 积 ,所 以 在 E 上 几乎 处 处 有 限 , 由 定理 1.4, 存 
在 简单 函数 列 (Hp} ,使 0 委 |w 委 | 中 |… 委 | /2 一 了 由 控制 收敛 


定理 ,对 充分 大 的 n 有 ||f — pldx<e. 
2) 设 一 21"a}Xss 是 17 给 出 的 简单 函数 列 ,{ 妃 );21 两 两 不 交 ， 
° 103°。 


中 天 0, 那 么 KE 一 1a ldps le 7lde<<se, 因 此 辟 
第 有 有 限 测度 。 为 证 2) 只 要 证 明 对 任意 的 。 > 0, 有 阶梯 函数 办 使 
[Ig 一 dx 二。 为 证 明 简 单 起 见 , 不 妨 设 MM 二 2, 也 妇 设 9 二 aiXs 


十 azXz, ,El1\E;i 不 相交 ,有 有 限 测 度 。 记 M = max{|ai|,|as|)。 由 定 
理 1.4.3, 有 开 集 U; 恬 EE, 使 L(Ui 一 E) < 之 e/12M,. 记 F;=U;—E,,， 
邦 么 
U) | 1 = (Eh 和 E,) U (bE) 人 F,) 
U CF NN E> U CF fF,). 

因此 pCU 间 U2) ap(FD) 十 jCF2) 之 e/4M, 设 Ui 二 U 名 08 ,mi 亏 
co。 显然 可 以 取 有 限 的 1 声 miy 记 ;二 UO8, 使 pCU; 一 Vi) < 
e/4M 如果 O89 与 0;? 相交, 记 Om = (a,5),O0)”= 二 (c,d), 不 妨 设 a 
之 c 过 b 过 4d, 那 么 用 (ayc) 取代 O82?,C6,4) 取代 O43, 在 对 Vi.Vs 所 
有 相交 的 构成 区 间作 了 如 上 所 述 的 处 理 后 可 以 假设 Vi [| VV, = 2， 
而 且 jCUi 一 VD) < e/4M. 令 y= aiXy, asXy, "那么 显 然 y 是 阶 柳 国 
数 ,并 且 


| 一 olaps lal| lxs, 一 zldn 


+ Cas) |Ixs, 一 Xv, ldp. 


而 
[ixs, — x dr < [ixs — zsldp + {lxo, — Xo ld 
3 € € 
MT 1 2 
因此 


[Iip—yldx <e. 


3) 设 由 二 21aiXyv, 是 2) 中 的 阶梯 函数 ,使 | | 一 ydm < e/2， 
*。104。 


令 MN=maxfiac|， as|) 那么 | 吕 系 AM 邻 4<s/2A ,由 和 定理 1.7 


有 RL 上 的 连续 函数 h, 使 |h| 之 Mk 天 风云 3 于 是 
[lg — hldm < 2M3 <e, 


| = hldam < [lf — yldm+ [1g ~ hldm <e, 
定义 3” 称 勒 贝 格 可 测 函 数 f;R -> R 具有 平均 连续 性 ,如 果 
im| f(z +h) — fr)ldm= 0。 


定理 5 如 果 f 在 RR 上 勒 贝 格 可 积 ,那么 f 具有 平均 连续 性 。 
证 明 : 因 为 了 可 积 , 所 以 对 任 一 s 盖 0, 有 AM 使 
| [fldm 十 | lIf ldm = e/4 
由 定理 2, 有 [一 M 一 1,M 十 1 上 连续 函数 8 使 
| -sldem<e/6. 
因为 g 在 [一 MM 一 1,M 十 1] 上 均匀 连续 ,所 以 有 0 二 6 二 1, 当 |h| 
< 时 ,有 


| zc 十 刀 ) 一 gCz)|1do < s/6。 
于 是 
MM 
| HG 十 hh) 一 f(z)|dm < | ,lf + hk) — f(z)|dm 


一 入 十 oo 
+ | fet fonldmt+ | fz+h) — fa) ldm 
M ~—M+1 
和 | fath— fldmt2 lldm 
, 十 oo 
+ 2 Ifldm 
&f 一 1 
M M 
<| ,fcrt+ h) — g(rz+hldm+ | lg(z 十 hh) 


M 
M 

— g(xX)|dm 十 | lgCz) 一 flr)|dm 十 e/2 < es, 

中 105 . 
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下 面 我 们 讨论 含 参 变量 的 勒 贝 格 积分 。 

定理 6 设 f(z,t) 是 矩形 {(z,t):a 达 7X 三 b,4a 世 1 三 B) 上 的 
函数 (La ,0 可 以 是 无 限 区 间 ) ,对 任 一 1: € [a,Bj,f(z,t) 在 [a,b] 上 
可 测 ,F(T) 在 | a,b。5j] 上 勤 贝 格 可 积 。 

1) 如 果 limj (zz ) 一 f(x,t) 在 [a,5| 上 处 处 成 立 ， 并 且 
f(z) 志 F(z), 那 么 当 t € [La,Bj] 时 ,积分 

I() = | ee,paz 

存在 ,并 且 是 i 的 连续 函数 。 


2) 如 果 侠 存在 ,并 且 | 人 半 手 呈 |< FCz) 对 所 有 的 <. 成 立 , 那 
Pd = | Ydz. 


证 明 :1) 设 {i} CC [a,B] 是 收敛 于 t 的 任 一 数列 ,对 f(x,t,) 应 用 
勒 幢 格 控制 收敛 定理 即 得 1)。 
2) 令 
RACAL TA 
-一世 


ju(z) 可 测 ,并 且 h,(z) -> 世 (z,p)。 由 中 值 定理 有 


AZ) = 


of 
|h,. Cx) | < sup| y(t) | < F(z). 
对 h, 应 用 控制 收敛 定理 , 即 得 
| 1 Tt,) 和 T(t) 
TD = lm 


=- |Z af 


一 lim| 和 Cz)dz 


(zi)dz。 


最 后 我 们 给 出 一 个 定理 , 它 是 勒 贝 格 积分 理论 优 于 黎 曼 积分 理 
论 的 重要 例 论 之 一 , 它 不 仅 说 明了 勒 贝 格 积分 理论 比 黎 曼 积分 理论 
应 用 范围 更 广 , 而 且 给 出 了 有 界 函 数 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 。 


为 了 区 别 两 种 积分 ,我 们 用 (R) | (zx)dz 表示 函数 /在 区 间 [a， 
.106 。 


6] 上 的 黎 曼 积分 ,用 (CL) | ceodz 表示 f 的 勒 贝 格 积分 。 

定理 7 设 f 是 区 间 [a,6] 上 的 有 界 函 数 ， 

1) 如 果 在 [a,6] 上 黎 曼 可 积 ,那么 了 在 [4,6] 上 可 测 ， 从 而 在 
[ap 上 勒 贝 格 可 积 , 并 且 


b . 
(R) | Foz)dz = (L) | f(r)dm,. 


2)f 在 La,g] 上 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 f 关于 勒 贝 格 测度 几乎 
处 处 连续 。 : 

证 明 :1) 设 f 在 [a,6] 上 黎 曼 可 积 ,D.a = 二 zo< 之 zi 之 之 zx, 一 
b 是 [a ,0 的 一 个 分 划 。 令 

(DD) 一 SimijXe, ,1 $CD) 一 1M; Xe ,xj) 3 

S(D) = Bmj(z; — xj) SD) = DM; — rj), 
其 中 mj; 一 in{f{f (x):x E (Xj—1 ,Tj } ， 

M;= sup{f (x) :zr € (zyzi 门 )。 
易 见 

S(D) = (R)| gDYdz, 


— b 
SCD) = CR)| JCD) dr. 


设 {D,} 是 [a,6b1 的 一 个 分 划 序 列 ,D, 的 分 点 都 是 D,yi 的 分 类 ( 记 为 
D, CCD,t1), 并 且 分 划 的 模 4(D,) 一 0, 记 = FD,) ,一 JCD,), 易 
见 {} 单调 增 ,(y,} 单调 降 , 并 且 


上 8 b 
CR)| pdx 一 R)| fdz, 


(R) | dz ~ (R)| faz. 
记 上 了 = limng ,和 = limy ,那么 JS 7/ 科 并 且 7 入 记 由 积分 的 
单调 性 有 
m= < | 


< D7< Df — CR) 
因为 了 是 黎 曼 可 积 的 ,(R)| (y, 一 8)dz -> 0。 因此 CL)| (一 fdm 


= 0, 从 而 /= 了 二 了。 因为 勒 贝 格 积分 是 完全 测度 ,由 的 可 测 性 可 
得 到 /是 可 测 的 ,又 因为 f 有 界 ,因此 /是 勒 贝 格 可 积 的 , 并且 


ph rh 四 
co)| fdm = | fdm = CR)| fdx. 


2) 设 在 [a,6] 上 黎 曼 可 积 ,由 1) 的 证 明 可 知 /一 了 一 六 记忆 
= {x € [a,6]:f 关 f 或 1 隆 有 ,那么 m(E1) 一 0。 令 Es, 是 {D,)} 所 有 
分 点 的 集合 , 它 是 可 列 集 ,因此 Eo = E U E, 是 勒 贝 格 零 测度 集 。 下 


图 I 
面 证 明 如 果 zo€ 已, 那么 了 在 zo 连 续 ( 见 图 1)。 对 se 盖 0 有 自然 数 N， 
使 (Zz0) 一 多 (zeo) <<s 轴 (Crzo) 一 f(xo) 二。。 又 因为 zo 不 是 分 点 , 必 
落 在 某 两 个 分 点 zz 和 之 间 。 令 8 二 min{(z 和 时 一 xzoyzo 一 ZX 站 )， 
那么 当 z E (zx 一 G,ze 十 9) 时 有 
f(z) < fry(x) 一 YvCzo)， 
f(x) 之 WCGz) = pyro), 
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于 是 
f(xo) ~— efr) fr) + (2) 
也 即 f 在 zo 连续 。 
反 过 来 ,假设 f 在 [a,5j] 上 几乎 处 处 连续 , 记 f 的 连续 点 的 全 体 
为 ,那么 m(Es) 一 0 一 ao 当 zoE 匹 时 ,对 se 二 0, 有 9>0, 使 当 
ZE(re 一 ze 二 9) 时 (3) 式 成 立 。 任 取 一 列 分 划 {D. ,使 D, CC 
D1。 当 4CD,) 过 6 时 ,对 某 个 :有 zo€ (zz 人] (zo 一 ,zo 十 
0) ,因此 
f(x0o) — ps) < fzo) < (To0) fr) 十 &， 
从 而 内 (Zo) 一 (Xxo) 过 2e。, 这 表明 (9.(zo)), {加 (zo)} 收 伍 于 (zo), 
记 f (zo0) = limg, (xo), f(zo) 二 limy,(zo) ,那么 


了 (zZo) 一 f (zo) 一 f(xo)。 


定义 
fr) = 人 对 < 本 bs, 
一 0 TE b;, 
f(z) 一 人 对 7 Sa 
0 EE,, 
那么 f= /== 了， 


由 于 了 在 [a, 拉 上 有 界 , 有 常数 玉 使 |g(z)| < K, |.(z)| 苹 
民 。 又 因为 郧 一 户 办 一 大, 由 控制 收敛 定理 有 

S(D,) = (R)| dz = CD dm ~ (7) fam, 

§(D,) = (R)| gdz = (L) | dm ~ CD | fam , 
因此 limS CD,) 二 lmS(D,), 也 即 f 黎 曼 可 积 。 
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习 题 


A 类 


1. 设 f 是 RR 上 勒 贝 格 可 积 函 数 , 证 明 2>。f(nx) ' 兴 在 R 上 几 平 
处 处 (关于 mx) 等 于 一 个 勒 贝 格 可 积 函 数 。 

2. 设 了 在 (RS ,1) 上 可 积 ,f(0) 一 0, 试 举 出 一 个 5， 说 明 题 ] 
对 pj 不 成 立 。 : 

3， 设 / 在 (0,ce) 上 勒 贝 格 可 积 , 均 习 连续 ,那么 limyjCz) 一 0。 举 
例 说 明 均 习 连 续 条 件 不 可 去 掉 。 

4. 设 f 在 R 上 和 勒 贝 格 可 测 , 并 且 在 任何 有 限 区 间 (a,6) 上 可 积 ， 
h(xz) 在 R 上 有 nn 阶 连续 导 沿 数 , 在 (一 MM,IM 外 为 震 ,证明 (J x 有) (4) 


一 | 十 DACz)dz 有 nn 阶 导数 。 
5. 设 {} 是 已 上 可 积 函 数列 , 开 | |f.| 之 oo, 那么 本 帮 收 伊 到 
一 个 五 上 的 可 积 函数 ,并 且 | 可 ~ 于 | f. 

6. 设 { 厂 ) 是 (X, 静 ) 可 测 集 已 上 可 测 函数 列 ,六 是 (总 , 宛 ) 上 的 
测度 ,如 果 存 在 马上 可 积 函 数 妃 ,使 | 记 | 福 BRGOz 一 12…) 万 一 户 那 
么 必 有 /过 ff。 | / 

7. 设 f;[a,6] 一 及 有 界 , 令 H(z) == limf(y) ,h(x) = limf(y) 
名 

1)H(Cz) 二 h(z) 当 且 仅 当 在 工 连 续 ， 

2H=/f,h=/, 


3) 由 此 证 明定 理 6. 2)。 
8. 如果 f(z) 二 ae" 一 be 下 这 里 0 二 a 过 b, 那 乏 


区 | [PFCz)ldz 二 co， 并且 Br| ACz)dz z | Bf Cn)dz, 
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党 


9. 计算 : 
UDlim| (1 十 和 -sin 三 dz， 
0 n n 


olim| 0 十 nz) (1 + zr) "dx, 
0 
3lim| nsin 工 [z(l 十 xz2)]-ldz， 
0 Mm 
olim| nd 十 nr)dz (分 别 考 处 ud < 0,a = 0,a > 0), 
10. 证 明 ， 


Dlim| a + 二)"itdz 一 1， 
2)11 m| e+- coszdz = 二 0 (bp 为 任意 国定 正 数 ) 


11. 1) 利用 对 | ce-*dt 二 一 进行 微分 ， 证 明 | > edz=- 71 ， 
2 假设 巴 知 | e-zdzr 一 MV, 证 明 


| zr-*dz = (2n)1/d4'n!l Max, 
、 .f* T 
3) 证 明 lim| x"(l1C— 二 )dr=n!, 
"on 0 k 


B 类 
1. 设 三 在 只 上 勒 贝 格 可 积 ,w E 玉 , 定 义 
f (a) = | ef (x)dz, 
证 明 lim f (a) 一 0。 
2. 试 从 Fatou 定理 推出 控制 收敛 定理 。 


3. 计算 | (I++ z) -1logxdz. 
4. 证 明 一 致 收敛 的 R- 可 积 函 数列 的 极限 函数 也 是 R- 可 积 的 。 
* 1]l1* 


5。 设 f.gn 帮 8g 孝 在 E 上 可 积 ,|f,| <<g"，f. 一 了 |g 一 |g, 于 
和 | 大 ~ 六 
6. 设 刀 在 已 上 可 积 刀 全 户 那 么 | 17。 _ jl >0 当 且 仅 当 


[Am 


7. 利用 级 数 展开 证 明 
po 2 2 
| e cosardT = 二 Vx e—« (a > 0), 


=—— ta 


l 
2) | zz 一 -1dr = EY(p + hk)-?(p>— 1), 


3)| e “zx lsinrdz = arctans™i(s > 1)。 
Jo 


第 五 节 ”乘积 测度 与 富 比 尼 定 理 


本 节 我 们 将 讨论 重 积 分 和 累 次 积分 。 为 此 首先 讨论 乘积 o- 代 
数 。 
定义 1 设 和 XXX* 是 两 个 基本 集 , 定 义 从 积 集 Xi x 六; 到 和 的 
映射 i z 
[L(x sx) = x (= 1,2), 
称 II; 为 积 集 和 XX! X 4， 的 坐标 映射 , 称 ZX1、XTz 为 (Tz1,X2) 的 坐标 。 
易 见 对 互 ; CX ,E, CY。 有 
71i(E) = E, xX. X;,, 
LU iC(E,) = XI X E,, 
定义 2 设 (X4D)G = 二 1,2) 是 可 测 空 间 ,-e ;是 o- 代数 , 称 由 
集 类 / 
| F = {DIE)EE oi =1,2) 
生成 的 0- 代数 x (多 ) 为 XX X Xs 上 的 乘积 o- 代数 , 记 为 -er xX 
112。 


-evaz。 

命题 ] 设 .-eori、 or: 是 c- 代数, 那么 乘积 代数 .er X -er; 也 是 
由 集 类 多 = (有 X Es:E; € xi} 生成 的 o- 代数 ( 形 如 所 X 5; 的 集 
称 为 矩形 )。 : 

”证 明 : 因 为 X;E€ zy, 所 以 久 FC 多 ,从 而 X ,CY (多 )， 
为 一 方面 ,El X E, = 二 107i(E1) 门 D1(E,), 因 此 多 Cy (多 ) ,从 而 
(BW) Car X er，， 

命题 2 ” 设 .-eox; 是 由 集 类 d 生成 的 c- 代数 , 令 多 ,= {71(E,); 
E; € Ci 一 12) 9 一 人 (EXR:BEC》) 那 么 .or xX of, = 
A (HF 0) ,RE 8 时 ,er X ,= yf (GY,). 

证 明 :由 定义 2 有 -oz( 多 。) C -er X -er。 再 证 反方 向 的 包含 关 
系 ,定义 辅助 集 类 .和 = (CX,:01(E) E wy (F870)}。, 易 证 Ni 是 
Xi 上 的 c- 代数 ,并 且 8; CC Ni, 因此 x CH; ,这 表明 对 hh; € 
0i 有 了 (E;) E xy (多 0) ,由 定义 2 有 x X -er = oY (0), 所 
以 -em X -er = x (多,) ,命题 的 前 一 半 得 证 。 

由 命题 ] 有 -or (名) C -er X wy。 另 一 方面 ,HI71(E1) 二 El X 
X;, € Yo ,Hi EE,) = XI X E, € ,因此 .Fo CB, 所 以 vy) X oy, 
一 of (HF 0) C of (Go), 

现在 考察 直线 和 平面 上 的 波 雷 耳 代数 ,用 Bg 表示 实 平面 R? 上 
所 有 开 集 生成 的 o- 代数 (平面 上 的 波 雷 耳 代 数 )， 那么 有 

命题 3 Be = Br X Bp。 

证 明 : 记 @ = { 开 区 间 全 体 ,包括 ( 一 coyco)} ,由 命题 工 .4.1 可 
知 BR 二 2 (8)。 令 9 二 {EX :EE€ Bi,i 一 1,2), 由 命题 2 有 
Br X Br 二 -A (60) 。 另 一 方面 因为 平面 上 任 一 开 集 可 以 表 为 多 中 
集 的 可 列 和 ,因此 Bg 二 wx (名), 所 以 Br = BR X Br 

讽 ( 久 ,5 ,J),(Y ,yy) 是 两 个 测度 空间 ,我 们 将 在 芳 XY 上 的 
o- 代数 yxX 上 定义 一 个 (乘积 ) 测度 。 令 多 一 {EXF,EE SF 
E 2 ), 今 冤 是 多 中 元 的 有 限 并 的 全 体 ， 在 家 上 定义 一 个 函数 4， 
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ACUE, Xx F,) = (EvF.), 

这 里 《所 X Fi)i 互 不 相交 ,不 难 证 明 4 是 如上 的 有 限 可 加 也 数 , 由 定 
理 .3.2 可 知 存在 KR" 上 的 外 测度 4" 和 4* 一 可 测 集 全 体 组 成 的 c- 
代数 VY, 使 4 是 A 上 的 完全 测度 ,而 且 _ULV 孔 vy( 儿 ) 一 XZ， 

定义 3 人 久 在 史 X3 上 的 限制 称 为 4 与 的 乘积 测度 , 记 为 
X y, 

注 1 yjXv 是 -UV 上 的 完全 测度 ,但 未 必 是 5 X ?上 的 完全 测 
度 。 

定义 4 设 ECXXxXY, 记 

EF,= (yE€EY:(zr,y) € E), 

Y= {rE X(T,y) € E), 

分 别称 为 上 的 X 一 截 口 ,了 一 截 口 ,如 果 f 是 XXY 上 的 隆 数 ,那么 
称 

f(y) = f(r,y) f(r) = f(r,y) 
为 了 的 XX 一 截 口 ,Y 一 截 口 ,它们 分 别 是 定义 在 E.CY 和 E?CX 
上 的 晒 数 。 

命题 4 设 (X,597),(Y,S) 是 两 个 可 测 空间 ,22、. 王 是 co- 代 
数 。 

1) 如 果 世 EE XX 了 省 ,那么 对 任 一 XE X,y EY,E,E€ ,EF’ 
EH, 

2) 如 果 f 在 E 上 XY 可 测 ,那么 在 E, 上 这 可 测 , 户 在 
Er 上 可 测 。 

证 明 ;1) 令 更 = (下 所 和 X7:EE 天, 厂 ES ,那么 静 卫 多 
= ‘Ax B.AE YBE FSS}? 为 (VU ED),=U (ED),, (EE,) = 
(E'),, 所 以 统 是 一 个 o- 代数 .因此 灾 卫 2 X 了 包 , 这 表明 1) 成立。 

2) 对 ER 中 的 任 一 波 雷 耳 集 B 有 

(f:) ~ (B)= {y € E,:f(r,y) € B)} 

: ~ {(y€ E:(z,y) E E,Jj(x,y) € B) 
= (f7'(B)),, 


(f,) -1(B)= {rz € EE’:f(r,y) € B) 
= {y€ EF’,(r,y) € E,f(r,y) € B) 
= (f°1(B))’, | 

因为 了 是 252 xx 及 可 测 的 ,所 以 广 :(CB) ES2X5。 由 1) 有 
(f-1(B)),€ ,(f-1(B))?E 22, 由 此 即 得 2)。 

现在 我 们 可 以 讨论 二 元 函数 了 的 重 积 分 和 累 次 积分 了 。 我 们 先 
讨 论 平 面 区 域 测度 的 累 次 积分 表示 ,这 实际 上 是 平面 区 域 的 特征 郴 
数 的 重 积分 和 腔 次 积分 的 关系 。 

定理 1 设 ( 久 ,97,1) 和 (Y,F ,vy) 是 0- 有 限 测 度 空间 ,如 果 五 
E 9X 了 儿 , 那 么 孙 数 x 一 v(E,),y 一 p(B?Y) 分 别 是 对 ,YY 上 的 可 测 
颗 数 ,并 且 

px wuE) 一 [vg dncz) — [uCErdr Cy). (1) 

证 明 ; 先 设 x(X),v(Y) 有 限 , 令 HV 二 {EE Xv(E,)， 
KKB?) 分 别 是 处 ,Y 上 的 可 测 国 数 , 并 且 (1) 成 立 }, 易 见 HYL 汪 多 = 
(4XB:4E 59,BE .5 开 ), 由 积分 的 线性 性 和 测度 的 有 限 可 加 性 可 
知 .UV 思议 (多 )( 多 生成 的 环 )。 如 果 能 证 明 .t 是 单调 类 ,那么 由 推论 
I ,1。2 可 知 NM 沪 (9)( 多 生成 的 o_ 代数 ) 二 XxX 攻 ， 

设 { 已 ) C A 是 一 个 单调 增 列 ,E = 二 U E,, 令 f(y) = pj(E’)， 
fn(y) 二 ACE 那么 f,《y) 可 测 , 并 且 由 测度 py 的 下 连续 性 可 知 
f(y) 单调 增 趋 于 f(y), 因 此 f(x) 可 测 。 由 勒 维 引 理 和 测度 的 下 连 
续 性 有 


pu X AE) = limy X vE,) = smdBD a 


一 |wEz?dvCy)。 
类 似 地 可 以 证 明 
HA Xv(E) 一 | "CEadpkz)。 
因此 EE .HN。 如 果 {E,) 己 NA 是 -一 个 单调 降 列 ,E 二 门 E,。 令 f(y) 二 
4(BEY) ,f(y) 二 Jp(EY), 那 么 {f.} 是 可 测 函 数 的 单调 降 列 ,| 六 | 过 
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Ap(X) < co ,pyY) < co ,由 有 界 收 伍 定 理 有 
| jx vE) = [ug dry). 


同 理 可 证 x X v(E) = |"(E.)dp(z), 因 此 已 E NH, 所 以 是 一 个 
单调 类 。 

如 果 X 了 是 c- 是 有 限 的 ,那么 XXXY 有 一 列 测度 有 限 单调 覆盖 
(X; XY}. 设 EE 9X, 对 EN (XXY,) 应 用 上 面 的 论证 ,得 
到 

p XE N Ki XY)) = xr, (zBs NN Ydplz) 

= |X, uF’ N Xdv(y), 

用 积分 的 下 连续 性 和 勒 维 引 理 即 得 (1)。 

定理 2( 富 比 尼 一 托 耐 利 (Fubini 一 Tonelli) 定理 ) 设 (X ,22 ， 


1),(Y, ,vy) 是 o- 有 限 测 度 空间 ,下 ES X.2。 
1)( 托 耐 利 ) 如 果 f 在 EE 上 非 负 可 测 , 那么 函数 85(Czr) = 


| fy dy) ,hy) = | 户 (z)dy(z) 分 别 是 ICE),ILCE) 上 
LE) LE) 

非 负 可 测 函 数 , 并 且 

| lly Xv= | (E) [|， ph 79) dy) jan) 


-| [| fer, ydplr) Jdv(y). (2) 
[I,(E) J I (E) 


2)( 富 比 尼 ) 如 果 f 在 EE 上 可 积 ,那么 对 几乎 处 处 的 z,f: 在 
[CE) 上 可 积 , 对 几乎 处 处 的 y, 户 (z) 在 HL(E) 上 可 积 ,几乎 处 处 有 


定义 的 函数 g(z) 一 [fea 和 有 hh(y) 一 [fax 分 别 在 HCE) 和 IL,(E) 
上 可 积 , 并 且 (2) 成 立 。 
3)( 定 比 尼 ) 如 果 ff 在 E 上 Xx 了 包 可 测 , 而 且 | 了 | 的 两 个 累 次 


积分 | (| 17ldidv, | (| Ildpaw 中 有 一 个 有 限 , 那 么 另 一 个 累 次 积 
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分 以 及 二 重 积分 | 上 |fldx Xv 也 有 限 ,并 且 (2) 成 立 。 

证 明 :1) 由 定理 1 可知 结 论 1) 对 (X XY, X 和 ) 上 的 特征 函 
数 成 立 。 由 积分 的 线性 性 和 测度 的 可 加 性 可 知 1) 对 简单 函数 也 成 
立 。 因 为 f 非 负 可 测 , 由 定理 1.4, 存 在 简单 函数 列 {8,} 单调 增收 剑 于 
了 ,由 定理 1 可知 (9.),《y)v- 可 积 ,《f,)?(z)p- 可 积 ,并 且 


g(x) 一 | (pd 
h,(y) = | (Yay 


是 可 测 沙 数 的 增 序列 。 由 勒 维 引 理 可 知 g, 一 gj 一 上 hh， 8 h 可 
测 。 册 次 应 用 勒 维 引 理 即 得 


| an Xv= lim | frdp xy= lim (fy.anap 


一 lim| sd 一 jsan， 


|fax Xv= lim | Fan Xv= lim | (| Cf ddy 


一 lim | dx 一 jnav 


2) 先 设 了 非 负 可 积 ,那么 由 (2) 可 知 gz) 之 co0,h(r) < 00, 也 
即 对 几乎 处 处 的 xv 一 可 积 , 户 对 几乎 处 处 的 y yx 一 可 积 , 对 一 般 
的 可 积 函 数 分 别 考 患 f* 和 广 , 由 上 面 的 结论 有 


| dp Xr =| [| ft (Cx,y)dv(y) Jdpy(zr) 


I CE) J HE) 
=| [| f+ (zr,y)du(z) Jdv(y), 
1,(E) “J ni (E) 
再 利用 积分 的 线性 性 即 得 (2) 。 


3) 先 设 XvCE) < co, 太 非 负 。 此 时 不 妨 设 票 次 积分 | ( |fadv 
< co。 取 上 的 截断 函数 [ 亡 w, 它 是 一 个 有 界 二 元 可 测 函 数 ,因此 在 五 
上 关于 py Xv 的 重 积分 有 限 , 由 2) 有 


|LfIwdp Xx ”一 | Eapa < | dfawar, 
* 1]7: 


对 {[ 门 v} 用 勒 维 引 理 有 | /ar Xv < co。 再 用 2) 可 知 另 一 个 累 次 积 
分 存在 ,并 且 两 个 累 次 积分 都 等 于 二 重 积分 。 

对 于 一 般 的 二 元 函数 f, 可 以 分 别 考 虚 f+ ,/- ,这样 我 们 在 px X 
v(E) 之 co 的 情况 下 证 明了 3)， 

如 果 巨 是 有 限 的 ,那么 存在 一 列 测度 有 限 单调 覆盖 { 尼 } .因为 
|f| 在 EE 上 可 积 ,更 在 E; 上 可 积 。 由 上 面 的 讨论 有 


| f+duxxv= | ft dydp 


I CE,) | 


一 | (| ft dp)dy 
[CE,) JI CE,) 


一 十 
| CX, (Bi) (| 7 CC 


= | A | dd 
对 上 式 用 勒 维 定理 及 推论 3. 2 即 得 
fdrx v= | fs drydx= | (fs ape, 
由 此 即 得 2)。 
注 2 1) 为 简单 起 见 , 在 (2) 中 我 们 常 省 略 括号 而 简 记 为 
| axy= ||fers ware)drcy) 


一 || zardnca) 。 

2)E 的 o- 有 限 性 是 不 可 少 的 ,因为 定理 2 的 证 明 用 到 了 定理 1。 
现在 举 一 反 例 : 设 和 六 一 一 [0,1 1 ,5 = 一 Hiro, Hk 为 勒 贝 格 测 
度 ,v 为 计数 测度 ,万 一 (CCzyy) 和 入 XYZz 一 y} ,那么 

| oddy = ear =1, | xoap x v= ~. 


RXxXY 
3) 托 耐 利 定理 中 f 的 非 负 性 不 可 少 , 例 如 令 关 二 了 二 N, = 
二 P(N),p 二 vv 是 计数 测度 ,定义 
， 者 118 电 


mm， 
jn mm 二 nn 十 1， 
0 其 他 ， 
那么 


中 amd， ~ 0, 中 ad: — 1， | fldy xy = co。 


XY 


SD 是 


A 类 


1. 证 明 算 形 满 足下 面 的 性 质 ， 

1) 起 形 是 空 集 的 充 要 条 件 是 它 至 少 有 一 个 边 是 空 集 ， 

2) 如 果 ;二 A; X Bili = 二 1,2) 都 是 非 空 算 形 ,那么 上 E| CFE, 的 
充 要 条 件 是 Al CAs,BiC B,, 特 别 ,Ei 二 EF, 的 充 要 条 件 是 4A, 一 42， 
B, = BbB,; : 

3) 如 果 巨 二 4 X B,E, 二 4; X Bi(i 二 1,2) 都 是 非 空 和 矩形 , 那 
么 玖 一 天 Us 而且 门 Es 二 名 的 充 要 条 件 是 下 面 两 个 情形 之 一 

1°:A=A.UA4,,4A(NA,= 2%, 有 B= B= 8B.,; 

2°B= BU B,BNMNMB,= ,A= A= A,. 

2. 证 明 ， : 

1) 对 任何 一 族 集 { 羽 ,AE A}(ECKRXY), 以 及 任何 x。E€ 天 ， 
(ue 一 ee 

2) 对 任何 E,FCAXA XY, 以 及 任何 Xo EX,(E 一 F), 一 五。 一 


0 


下 


3) 设 4 是 直线 上 勒 贝 格 可 测 集 ,证 明 平 面 Rz 上 的 集 已 = {(z， 
y):T 一 yA4}) 是 (R?,(5 X cc2) ,m Xm) 的 可 测 集 ,特别 当 m(A4) 
一 0 时 ,那么 m X m(E) 二 0。 | 

4. 当 厂 六 是 尺 上 苇 贝 略 可 积 函 数 时 ,证 明 函 数 
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Fx = | 7 一 zhGzdz 


是 RR 上 勒 贝 格 可 积 函 数 , 并 且 fxh 二 ,及 , 这 里 是 了 的 伟 里 叶 
(Fourier) 变换 。 又 如 果 当 了 ,有 i 中 有 一 个 是 有 界 , 另 一 个 可 积 , 那 么 
(fxhh) 是 (2) 的 连续 函数 。 

5, 设 k(z,y) 是 按 平面 勒 贝 格 测度 在 [0,1] X [0,1] 上 的 可 积 函 


数 ,固定 y,&(zyy) 是 工 的 连续 画 数 , 问 函数 wy) = | Ar,y)dz 是 否 
是 10,1] 上 连续 函数 ? 


B 类 


1. 如 果 f(s,t) 是 有 限 赵 形 [a,51X [c,d 上 的 勒 贝 格 可 积 函 数 ， 
证 明 必 可 用 1) 平面 上 的 阶梯 函数 (在 有 限 和 矩形 上 分 别 为 常数 ),2) 平 
面 上 三 角 多 项 式 粮 积分 通 近 , 即 对 任 一 e 之 0, 有 上 述 函数 9 使 | | 1/ 
— gldzrdy = s。 

2. 设 儿 是 平面 上 左下 开 右 上 闭 算 形 爹 体 , 呢 是 儿 生 成 的 o- 环 ， 
EE 唤 称 为 平面 波 雷 耳 集 ,证 明 平 面 上 开 圆 、 闭 圆 、 三 角形 、 开 平行 
四 边 形 、 可 列 集 、 扁 形 等 均 为 波 雷 耳 集 。 

3. 问 习 题 荆 对 无 限 矩形 是 否 成 立 ? 

4. 习题 1 如 何 推广 到 两 个 勒 幢 格 一 斯 蒂 阶 测度 的 磁 积 测度 的 
情形 ? 

5, 证 明 (R?, (5 X50)* ,m Xm) 就 是 第 二 章 第 一 节 例 3 所 引入 
的 平面 上 的 环 弦 ? 上 勒 贝 格 测度 按 卡 拉 素 屋 独 利 条 件 扩张 所 得 的 平 
面 上 的 完全 测度 空间 。 

6， 设 消 是 R? 上 二 元 函数 ,国定 一 个 变 元 时 , 它 是 另 一 个 变 元 的 
右 连续 男 数 ,并 且 对 平面 上 任何 有 限 算 形 已 一 (ap X (cyqdj, 满 足 

A= jb,ad) 一 VDc) 一 Yad) 十 Ya p) 之 10。 

证 明 : 当 规定 风 ( 刁 ) 二 A 时 ,J(E) 是 宛 。 上 测度 。 

7. 设 (和 ,sp) 是 o- 有 限 测度 空间 , 广 在 天 上 非 负 可 测 , 令 Gy 
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= {(z,y) 所 区 X[0,co]j;0 委 7 委 Jz)) 那么 Gr 是 -5 X 988 可 
测 的 ,而 且 p X m(Gy) 二 | man 

8. 设 ( 刁 ,. 到 ,1 (7Y， Jo) 是 任意 测度 空间 ， 

1) 如 果 ,和 一 及 是 . 素 一 可 测 的 ,g;Y- 有 是- 扩 可 测 的 ,天 (z， 
y) 一 jz)g(y) ,那么 hh 是 NHN X J 可 测 的 ， 

2) 如 采 是 pj- 可 积 的 ,g 是 vy- 可 积 的 ,那么 有 是 1 Xv 可 积 的 ， 


并 且 |hdCx X DY) 一 |faxlgar. 
”第 六 节 ”历史 注 记 


实 变 函 数论 起 源 于 19 世纪 后 半 叶 数学 分 析 的 奠基 工作 ,20 世纪 
初 它 的 一 些 基 本 概念 如 勒 贝 格 测度 .可 测 函 数 、 积 分 等 等 已 经 建立 ， 
但 是 它们 和 古典 分 析 基 本 概念 之 间 的 关系 还 有 待 探讨 .在 这 方面 前 
苏联 数学 家 重金 (JIysuH) 作出 了 杰出 的 贡献 。 

重金 1883 年 出 生 于 俄国 托 木 斯 克 一 个 高 级 商务 职员 家 庭 , 中 学 
毕业 后 进入 莫斯科 大 学 物理 数学 系数 学 专业 学 习 。 进 校 不 久 ,教授 们 
的 精彩 讲课 激 起 了 重金 的 创造 欲望 。 他 “突然 发 现 数学 不 是 背诵 业已 
形 成 的 真理 和 和 无数 个 久 已 给 出 答案 的 问题 的 解答 体系 ,而 是 主动 创 
造 的 辽阔 领域 ……… ”在 他 面前 “数学 已 不 再 是 完备 的 科学 ,而 是 具 
有 充满 诱 人 秘密 的 前 景 的 创造 性 的 科学 ”。 他 积极 参加 以 茹 科 夫 斯 基 
《还 ykoBckM8)》 为 首 的 大 学 生 数 学 小 组 活动 ,并 在 叶 苹 洛 夫 (Eropos) 
教授 指导 下 研究 数学 ,最 终 被 一 个 新 的 研究 领域 一 一 实 变 函数 论 吸 
引 住 了 。 | 

1906 年 重金 大 学 毕业 , 留 校 培养 ,1910 年 在 通过 硕士 资格 考试 
”后 被 派 往 哥 廷 根 和 巴黎 进修 。 在 巴黎 大 学 和 和 法兰西 学 院 , 他 听 过 波 需 
耳 、 庞 加 革 . 阿 达 玛 、 达 布 (Darboux,1842 一 1917) 等 著名 数学 家 的 
讲课 ,这 期 间 他 发 表 了 近 十 篇 论文 ,1914 年 春 回 到 莫斯科 大 学 任 副 
教授 ,1916 年 获得 博士 学 位 ,次 年 成 为 莫斯科 大 学 教授 。 
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1912 年 鲁 金 从 深入 刻画 可 测 函 数 的 基本 性 质 人 手 , 证 明了 任意 
可 测 函 数 都 能 在 任意 小 测度 的 集 上 改变 其 值 ,使 之 成 为 连续 函数 ,这 
就 是 著名 的 鲁 金 C 一 性质. 它 揭示 了 度量 性 函数 论 的 中 心 概念 一 可 
测 函 数 与 古典 分 析 的 基本 概念 一 连续 函数 的 关系 ,成 为 研究 可 测 函 
数 的 有 力 工具 。 赁 藉 它 , 鲁 金 解决 了 实 变 函 数论 积分 学 的 基本 问题 ， 
即 在 最 一 般 的 函数 定义 下 推广 微 积 分 基本 定理 。 他 证 明了 ,对 在 任何 
除 去 一 个 零 测 度 集 外 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ,存在 几乎 处 处 以 给 定 函 
” 数 为 其 导数 的 原 函 数 .同时 他 找到 了 构造 这 种 原 函 数 的 方法 。 

鲁 金 还 在 三 角 级 数 和 知 级 数理 论 、 描 述 性 函数 论 方面 做 了 许多 
杰出 的 工作 。 他 的 研究 方法 的 特点 是 问题 提 法 的 一 般 性 ,证 明 的 清晰 
性 与 几何 性 。 鲁 金工 作 的 重点 是 实 变 函 数论 ,但 他 也 精通 经 典 方法 ， 
对 数学 史 也 有 研究 。 他 还 十 分 关心 教学 工作 ,抽出 很 多 时 间 来 编写 和 
修 改 教材 。 他 善于 讲课 ,有 上 吸 引 别 人 来 从 事 科 学 研究 的 特殊 才能 。 他 
的 课程 和 讨论 班 是 莫斯科 数学 学 派 的 摇篮 ,他 的 学 生 把 他 的 思想 和 
方法 应 用 于 其 他 数学 领域 ,引起 了 一 系列 深刻 的 变革 ,对 苏联 和 世界 
现代 数学 的 发 展 产 生 了 巨大 影响 。 

鲁 金 于 1923 年 当选 苏联 科学 院 通讯 院士 ,两 年 后 成 为 正式 院 
士 ,1950 下 因 心 脏 病 发 作 道 世 ， 
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第 四 章 和 人 微 ”分 


本 章 的 中 心 是 讨论 牛顿 一 芋 布 尼 效 (Newton-Leibniz) 公式 成 
立 的 充 要 条 件 , 这 不 可 避免 地 要 讨论 变 上 限定 积分 的 导数 , 即 


d I 
dz (| fa » 


这 里 f(z) 是 勒 贝 格 可 积 函数 。 当 了 之 0 时 ,| /Ce)d: 是 单调 增 函数 , 当 


| fqp 一 | 产 (Di — | 六 (t)dit 


是 两 个 单调 函数 的 差 , 因 此 ,以 单调 函数 和 有 界 变 差 函 数 作 为 本 章 的 
开始 是 很 自然 的 。 


第 一 节 ”单调 函数 和 有 界 变 差 函数 


首先 声明 本 节 涉 及 的 测度 均 指 勒 贝 格 测度 。 

设 f 是 区 间 [a,6] 上 的 单调 函数 ,那么 我 们 可 以 断言 了 在 [ea ,Oo 
上 黎 曼 可 积 , 因 此 也 是 可 测 的 .事实 上 ,由 例 1 .3.1 可 知 上 的 不 连续 
点 集 至 多 是 可 列 集 ,因而 有 零 测度 。 所 以 f 在 [a,5] 上 几乎 处 处 连续 ， 
于 是 由 定理 .4.7 可 知 f 在 [a,6] 上 黎 曼 可 积 。 

下 面 我 们 着 重 讨论 f 的 可 微 性 。 

定义 1 设 f 是 [a,5] 上 的 有 限 函 数 ,那么 下 面 4 个 极限 分 别称 
为 在 z 点 的 右 方 上 导数 、 右 方 下 导数 、 左 方 上 导数 、 左 方 下 导数 ; 
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Dt! f(x) = lim sup 
hi"0 hh>0 

D+ f(7) = HRD flr +h) — fz) 

D™ f(x) = lim sup h 


万 f(x) = lim inf 


-0 站 < 


由 定义 可 知 Dy f(x) 之 Dr f(x),D- f(x) < DD- f(x), 

如 果 上 述 4 个 数 相 等 ,那么 称 了 在 z 点 具有 导数 ,其 公共 值 记 为 
广 (z), 称 为 了 在 z 点 的 导数 ,如 果 在 xz 点 产 (x) 存在 且 有 限 , 那 么 称 
ff 在 工 点 可 微分 。 

我 们 将 证 明 

定理 1 单调 函数 几乎 处 处 有 有 限 导 数 。 

注 1 我 们 先 指出 上 述 结果 不 能 再 改善 ,事实 上 ,我 们 有 结论 
设 E 是 [a,8] 中 的 零 测 度 集 , 那么 一 定 存在 一 个 连续 单调 增 函 数 
o(X), 使 0(7) = co, 对 了 E 无 。 

证 明 ; 对 任 一 n € N, 有 开 集 G, 刁 ,使 m(G,) 二 1/2", 令 

PT) = mlG, | La,x)), 

则 YU(z) 之 人 m([x,x 十 4Az]) = 


0) ,并 且 史 (z) 和 六 令 o(Z) = 二 279(T), 易 见 该 级 数 在 La,5j 上 一 致 


收 伍 ,因此 s(x) 也 是 连续 非 负 单调 增 卫 数 。 
任 取 zo€ E, 当 |h| 充分 小 时 ,[xo 一 |h| ,zo 十 | 性 G,, 为 简 
单 计 ,不 妨 设 户 > 0, 则 
To th) = mlG, f) La,ro +t hj) 
= m(G, | [ayxo)]) + mG, MN Cro,xo + hy) 
z 一 pzo) 十 天， 
因此 
Pzoth) — Plzo) 1 
站 。 
对 任 一 NEN, 有 h 充分 小 ,使 Lzoyzo 十 h CNiG,. 因此 
124， 
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Tt 二 0 sy, WL 一 多 0 > N。 


令 h 一 0 得 DT ol(zo) 之 入, 令 N 一 0o0 得 DT ol(zxo) 二 oo 类似 地 可 
证 ,DT o(zxo) 二 Dj_ ol(zxo) 二 十 00,; 所 以 g(x0) 二 co。 
为 了 证 明定 理 1 需要 引入 
定义 2 设 ECR, 一 个 闭 区 间 簇 Q 称 为 E 的 维 他 利 (Vitali) 覆 
盖 , 如 果 对 任 一 + EE 和 > 0, 存 在 TIEQ, 使 zz€1,0<<|I| 一 
e《 用 | 7 表示 m(7))。 
定理 2( 维 他 利 (Vitali) 覆盖 定理 ) 设 ECR,m’(E) < co,Q 
是 的 维 他 利 覆盖 ,那么 对 任 一 >> 0, 存 在 Q 中 有 限 个 不 相交 区 间 
1 ,… ,1, 使 
711” (五 —Uil) < e。 
(与 有 限 开 覆 盖 定理 相 比 较 , 维 他 利 覆盖 定理 提供 了 一 个 近似 有 限 覆 
盖 。) 
证 明 ; 因 为 m*' (五 ) < 2, 存 在 一 个 开 集 G 放 EE, 使 m(G) < co。 
不 失 一 般 性 可 以 假设 QQ@ 中 的 闭 区 间 都 含 在 6G 内 ,事实 上 ,如 果 ITEQR 
不 含 在 C 内 ,那么 我 们 可 以 用 下 面 的 方法 构造 一 族 新 的 闭 区 间 ,使 它 
们 含 在 G 中 ,用 它们 取代 7。 对 任 一 + EITNECG, 有 6 之 0 使 (x 
一 6.,5 十 8) CO, 记 1. 一 [x 一空,z 十 名], 那 么 我 们 可 以 用 闭 区 
间 徐 {I,:z ETNE} 取代 1. 任 取 ITE QQ, 然后 按 下 面 的 办 法 归纳 地 
选取 了 ,7 ,… 假设,…, 已 经 取 定 ,并 且 五 一 UL 关 好 ,那么 令 
QQ = {TEQITNT= ,对 i = 1,."&), 
3 一 sup 1{ | 了 | :TT EC 
显然 0<<w% < mac) < co 并且 可 以 取 7 EGG 使 | 7 | 全 sk。 
如 果 对 某 个 nx 有 ECU?L, 那 么 定理 得 证 ,否则 得 到 一 个 两 两 不 交 闭 
区 间 的 序列 人 CQ。 | 
我 们 将 证 明 m*(E 一 UU?I) 一 0。 假设 不 然 , 那么 " (五 
一 UT?I) = 6 0. 因 为 211| = |21| 寺 m(G) < co, 存在 入 使 
/ 。125 ， 


ZN 一 6/5. 令 下 一 巨 一 Ui7，, 因 为 UrL 是 闭 集 ,所 以 对 XEF 
有 IEQ, 使 EI,IN (UN) = 名 ,这 样 TE Qw, 从 而 |T| 志 sx 过 
x|7w+i| .因为 | 一 | 一 0, 所 以 存在 某 个 2 之 六 使 % < 1T|, 从 而 I € 
Q,。 因 此 存在 某 个 i 使 N 二 i 过 n,T 由 1 关 名 . 令 
k= min(i:l, (| TA 6)}, 
那么 TN C1) = ,TN 天 名 ,因此 |T| 志 $51 过 2114|。 令 HH 
是 与 I 同心 ,长 为 5|1| 的 区 间 , 那么 x € Hi( 见 图 1), 从 而 下 
CUNrH,;。 这 样 我 们 有 
6 = mE—Ur) <m’(F) < Ru < 6, 


| | ef 
| 图 1 
得 出 矛盾 .再 由 EE 一 UC (CE 一 UY1I) UU (UL) 得 
1 (E— Uil) 委 Zl1l;| — 0.。 
定理 1 的 证 明 : 不 失 一 般 性 可 以 假设 了 是 La,p] 上 的 递增 函数 。 
今 
E= ze [ra 的 :;D_ f(x) < D+ f(x)), 
我 们 要 证 明 m* (E) = 0。 易 见 互 是 
Ew, = {xz € [a,b]:D- f(x) <v<u< Dt f(z)) 
的 并 ,其 中 uv 取 遍 所 有 的 有 理 数 , 令 t= 二 mm"(E,,)( 过 5 一 a), 那 么 存 
在 开 集 GE 使 m(G) 过 t 十 Ee。 对 任 一 EE, 存在 非 负 数列 {h 
二 hm)? 使 kh 一 0,[z 一 h,xz]CG,f(z) 一 f(z 一 hh) 二 vh。 这 样 {[x 
一 上 ,Tj:X EE Esh = hn)} 是 Ei,, 的 维 他 利 覆盖 ,由 维 他 利 覆盖 定理 ， 
存在 有 限 个 区 间 7; = [zi 一 hiyzi](l 志 i 夺 p) ,使 mE,, 一 UfJ;) 
< ss。 这 时 有 
HLf Cz) — fxi — hi)] < ofh; < vm(G) <vlt + e)。 
(2) 
令 广 二 Ew 门 (f(x; 一 hisz)), 那 么 mm(F)t 一 2, 对 y EF 有 小 
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区 间 天 王 [Ly,y 十 丰 ] 含 在 某 个 几 中 ,使 帮 Gy 十 有 一 7) 盖 砚 。 这 
些 区 间 的 全 体 组 成 下 的 一 个 维 他 利 覆盖 ,所 以 存在 有 限 个 区 间 天 ) = 
[yj ;十 jj,j 二 19…,q9; 使 mm*(F 一 UIK)) < ee。 令 已 一下 站 
(UIK,) ,那么 m* (五 ) > 一 2e。 因 为 每 一 个 人 ;都 含 在 某 个 J 中 ,所 
以 
Stl f(z) 一 fx; 一 和 ) | 之 S| f(y; 十 kj;) 一 f (gj;)) 
> uslk; > ult — 28), (3) 
由 (2) 和 (3) 得 wz( 十 e) >>xG 一 2e)。 邻 e 一 0 得 wx 矛盾 。 
类 似 地 可 以 证 明 m* {x € [a,5j:D f(x) 二 DT f(x)}= 二 0 等 
等 ,因此 4 个 导数 都 相等 .最 后 证 明 m* (ECDt+ f(z) 一 co) =0。 令 五 
一 下 (Dj 了 >2)， 则 已 (D- f= 二 co) = 二 门 YE,。 因 为 {E,) 是 单调 降 的 ， 
所 以 m* (EC(Dt f= co)) limm’*(E,),. 对 XE E,, 有 h=h,.—0, 
使 f(z 十 有 一 了 f(T) 二 nh。 易 见 {[z,z 十 hj:zE€ Eh 一 kh}) 是 EE 
的 维 他 利 覆盖 。 由 维 他 利 定理 有 &, 使 m" CE, 一 Ur[zi,zi 十 hi]) 一 


十 ,因此 mm (E,) < 路 hh 十 十 , 另 一 方面 


f (5) 一 f(a) 之 Zn[ fx; 十 hh;) 一 fz;) | > PXT 
所 以 


m* (E) < 一 [76) 一 fla) + 1]—0. 


因此 m* (ECD+ f == co)) = 一 0, 即 三 几乎 处 处 有 有 限 导数 。 
定理 3 设 / 是 La,5] 上 单调 增 函 数 ,那么 己 (z) 一 定 是 勒 贝 格 
可 积 函数 ,而 且 


[Ff (war < f0 — fa). (4) 
证 明 ; 在 [5,5 十 1] 上 规定 Fi) 二 f06)。 对 任何 mn E N, 作 了 注 数 
pC) = [f+ i) 一 AD]， 
它 是 非 负 可 测 可 积 函数 ,几乎 处 处 收敛 于 户 (z) ,并 且 
lim| gd = lmal| G+ 3) 一 Fe)dz 
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5 十 二 oa 二 
一 limn fee 一 | "fdr 
一 f(b)— f(a + 0) 
委 /0) 一 ja) < co。 
再 由 法 都 定理 得 到 


上 
| fr (dt = [limp Cd 


1 
< lim| p(t) dt 
< fb) 一 f(a), z 
注 2 一 般 来 说 , (4) 不 能 成 为 等 式 ,例如 直线 上 的 海 维 赛 特 
(Heaviside) 函数 H(z)(H(xX) 一 0 对 工 委 0, (zz) 一 1 对 zx 盖 0) 有 


| H' (x)dz = | odz =0<1=H0Q)- H(- 1). 
一 1 一 | 


其 至 当 f 是 连续 的 单调 增加 隆 数 时 , (4) 也 可 能 不 成 立 (请 参阅 |7J， 
第 8 章 例 15 和 例 30)。 
”正面 我 们 讨论 有 界 变 差 函数 ， 
定义 3 设 f 是 [a,5] 上 的 有 限 函 数 ， 对 [La,2] 的 任意 一 个 分 划 
Da 一 xzo< zi<<…<xz 一 5 人 作 和 式 
VCD) = Bfz) ~— fr Oo 1)|,. 
称 为 f 关于 分 划 DD 的 变 差 . 令 


6 
V(f) = supV 1(D), 


称 为 了 在 [a,6] 上 的 全 变 差 ,如 果 V (有 ) 之 o0, 那 么 称 / 为 有 界 变 差 孙 
数 .[a,5] 上 有 界 变 差 函数 的 全 体 记 为 V[a,5]。 当 zz 在 [a,6] 上 变化 
时 , 称 V( 了 ) 为 f 在 [a,6] 上 的 全 变 差 函 数 。 
注 3 ”由 定义 可 知 , 如 果 了 EV[La,bj, 那 么 
1)f 在 La,6] 上 有 界 . 事 实 上 
xz) 1x) — f(a)| 二 |f(a)| 
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< |e) 一 xz)| 十 | CCz) — fla)| 
十 |f(a)| 


SV + /ao)。 
2) 如 果 VC/) 一 0, 那么 了 在 [a,5] 上 是 常数 .因为 如 果 有 xzo E 
[as6], f(zo) 一 f(a)| 关 0, 那 么 VC) 之 1f(zo) 一 fla)| 关 0。 
3) 如 果 [c,d] C [fas], 那 么 下 限制 在 [c,d] 上 时 ,f € y[c,d]。 
4) 对 任意 常数 < 有 Ye 六 = cly( 让 。 
例 1 区 间 [a,5] 上 的 有 限 单调 函数 是 有 界 变 差 函数 ,V (了 ) 一 


[1/8) ~ f(a)|, 和 
例 2 闭 区 间 上 的 有 界 函 数 也 可 能 不 是 有 界 变 差 画 数 。 例 如 [0， 


之 ] 上 的 函数 


1 
Zsin 一 之 天 10， 
ro-| 并 
0 X= 二 0， 


就 不 是 有 界 变 差 函数 ,事实 上 给 分 划 D:0 = zo 过 zj 过 之 zi 二 


2 
2 ,其 中 
1 zx 1 ， 2 zx 1 9 7 1 ， 
2 十 7 2 一 1 十 -3 工本 7 
那么 f(zi) 一 之 ("ti 
1 一 :十 7 

Vj(D) = 

| 一 | 一 二 二 | 十 二 了 | 

r [| 十 了 一 人 十 训 到 1 二 


2 ,i 1 1 ,1,1 
-二 | 志 二 十 元 十 直上 十 去 二 于 十 去 十 1 
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二 | 元: 1 二 二 | 
> + 十 吉 十 … .十 十 十 二 十 全 十 


一 


定理 4 有 界 变 差 函 数 具 有 下 面 的 性 质 : 。 
1) 如 果 f、g EVLa,6bj, 那 么 对 a.B8E€ R, 有 af 十 Befg € Va,， 
bj], 并 且 


四 6 6 

Vlaf + Be) < lalV Of) + IBIV Cg), (5) 
# b 
V (fg) 去 Sup, f(x) IV (g) 十 ,Sup, ,18 C7) IV OA); (6) 
2) 如 果 f€ [ea a <e<b, 那么 

VO) = VO + VD), (7) 


证 明 :1) 由 注 3.4) 不 妨 设 a 二 8 二 1, 对 任意 的 分 划 D:a 二 zx, 过 
1 之 路 之 Xz 二 5 有 
Vpre CD) = BICf + gr) ~ (f+ g) (zi) | 
CDI) Om fr) | + lgr) 一 gl) 
VD) 十 了 CD) 


SV + Vg). 
左边 对 D 取 上 确 界 即 得 (5)。 
因为 
[fri)g Ti) — f(xi_1)g Cri) | 
委 |f(r) ||g(z) — gx) | 
+ |gCzi_) | |f (zi) 一 zi 
易 知 对 任意 的 分 划 D 有 
VD) RQ suplf (x) |V CD) + suple Cr) VCD) 
对 DD 取 上 确 界 即 得 (6)。 | 
2) 设 DD 是 [a,cj] 的 一 个 分 划 ,Di 是 Lc,dj] 的 一 个 分 划 ,D 是 由 
D1、D; 的 分 点 及 点 < 组 成 的 分 划 ,那么 Vr(CDi) 十 VCD,) = 二 Vj(D) 志 


Vf), 从 而 V CF) +V(N < Vf). 
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另 一 方面 ,对 6 这 > 0 有 分 划 D:a = yo 过 三 二 二 5, 使 
Vj(D) >>VOf) 一 se 假设 % 之 cy% 记 Disa 二 %<n<… < 
Yi! < cD, 二 Cy 之 之 4 二 5, 那么 

VO eCVAD) EVDY) HVADD) EVA) 十 VC 
今 e> 0 即 得 (7)、 | 
推论 1 设 fEV[a,b], 那 么 V(f) 是 工 的 增 函数 。 
证 明 ; 因 为 区 7) 一 Vf) =V(f) 之 0 对 <, 因此 六 (让) 是 
Z 的 增 函 数 。 | | 

下 面 我 们 考察 有 界 变 差 函 数 的 分 解 。 | 

引 理 1 设 feEV[a,b], 那 么 V(f) 十 f,V(f) 一 f 都 是 z 的 增 
函数 。 

证 明 ; 设 xz 二 y, 由 定理 4.2) 有 

VV =V 2 |f0y) — fz)| 
> fz) — f(y), 
因此 
VN + FY FV + fz). 


类 似 地 可 证 V(f) 一 f(z) 递增 。 

定理 5( 落 当 (Jordan) 分 解 ) 设 f 定 义 在 [a,6] 上 ,那么 f € 
Via,p 当 且 仅 当 上 一 PC 一 少 ,这 里 py 是 递增 函数 。 

证 明 ;充分 性 得 自 例 1 和 定理 4. 1)。 必 要 性 得 自 引 理 1 和 等 式 


f(z) = EV + F621 FIV) ~ fz)]. 


推论 2 ”有 只 变 差 沙 数 的 不 连续 点 是 第 一 类 关 断 点 ( 即 函 数 在 
该 点 的 左右 极限 都 存在 ,但 未 必 与 该 点 的 函数 值 相等 ); 不 连续 点 全 
体 至 多 是 一 可 列 集 ; 有 界 变 差 函 数 几 乎 处 处 存在 有 限 导 数 ,而 且 导 函 
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数 是 勒 贝 格 可 积 的 。 
显然 有 界 变 差 函 数 写 成 二 个 单调 函数 的 差 的 分 解 不 是 唯一 的 ， 
为 了 使 这 种 分 解 确定 起 见 , 我 们 引入 
定义 4 设 fE€EV[a,b], 定 义 


plz) = EV + fz) — fla)], 


n(x) = EV) — fz) + fla)), 


分 别称 为 f 的 正 变 差 肾 数 和 货 变 差 陋 数 , 称 
f(z) — fla) = p(xr) — nlz), 


VCP = plr) + nlz) 
为 了 的 正规 分 解 。 | 
下 面 我 们 考察 V(/) 与 /(x) 的 连续 性 的 关系 。 
引 理 2 设 /EV[a,b], 那 么 f 与 V(f) 有 相同 的 ( 左 ) 右 连续 
点 。 / 
证 明 : 设 V(f) 在 ro 点 右 连 续 ,那么 由 


Z0 十 过 ret rn 
flrzot oO — fr VDD= VV 
可 知 了 在 zo 点 右 连 续 。 

设 f 在 点 右 连 续 , 那 么 对 e 汪 0, 有 5 这 0 使 当 zx € (§,&€ 十 人 6) 
时 有 |f(z) 一 fC)| 过 8/2. 任 取 分 划 & = 之 过 之 zx, 二 《十 
0 使 

二 
D1 |f (x;) 一 三 zi > V (7) — €/2 
因为 
z +8 
SI fT) 一 -| < V (f), 
所 以 
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+ 有 | & 十 千 s+ : 
VD —VA VN = VV 
<ZIf x) 一 f (ri) 二 e/2— 之 2 |f (Cx) -一 f (71) | 
一 | /zi) 一 JE)| 十 se/2 < e。 
当 z E (6,zi) 时 ,更 有 六 (六 一 VCf) <e, 所 以 六 (7) 在 6 点 右 连 续 。 
对 左 连续 情形 可 类 似 地 处 理 。 
定理 6( 分 部 积分 ) ” 设 f.g EVLa,5bj, 右 连续 ,并 且 其 中 之 一 是 
连续 的 ,那么 
| fdg + | 8df = fb)g(b) — fa)ga). C8) 


证 明 :不 失 一 般 性 可 设 fg 是 右 连 续 递 增 函 数 , 并 且 g 是 连续 函 
数 ,用 wryms 表示 由 .sg 定义 的 勒 贝 格 一 斯 幕 阶 测度 , 令 4 一 {(z， 


图 2 
y):a<Zz 委 7 委 中 ( 见 图 2), 由 富 比 尼 和 定理 有 


pp X (CA) = | | df Cr)dg(y) 
{a,b]J [a.g] 


= | Lf C9) — fla)Jdgy) 
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bb EP Te 
rk ee i am hi ri eh EE 忆 | 


| Adag 一 AKCsG) — ga)] (9) 
另 一 方面 ,因为 g(x) 二 g(x )(g 的 连续 性 用 于 此 ,有 


px pt) 一 | dg dF) 


一 | LgC6) 一 5(z)]d7(z) 


= (OLD 一 Fo] 一 | ear 0) 
由 C9)、(10) 即 得 (8) 。 
习 
A 类 

1. [a,5] 上 的 任何 两 个 单调 了 画 数 ， 如 果 在 一 稠密 集 上 相 革 ,那么 
它们 有 相同 的 连续 点 ,并 且 和 在 不 连续 点 的 跃 度 一 致 。 

2. 单调 函数 的 势 是 从 。 

3。 设 


rp -+ zr 0, 
] T= 0,， 


由 gp 作 淘 数 f; 当 Zz 之 0 时 ,f(x) 一 zwz); 当 z<0 时 ,jz) 一 一 


MXIHUZX), 问 f(z) 在 工 一 0 的 导数 是 否 存 在 ? 
4. 设 ww 为 一 失 数 ,函数 


. 1 
xX"S1n 一 0 三 工 世 1， 
/1 es 人 


0 TT 二 0， 


人 在 wa 为 何 值 时 是 L0,1] 上 的 有 有 界 变 差 画 数 ? 

5. 当 La,6] 上 的 光 数 了 满足 |f(z) 一 f(z 1 二 k|zx' 一 2"|1",(a 
> 0, 让 是 常数 ) 时 , 称 f 满 足 a 次 荷 尔 德 (Hfl lder) 条 件 。 证 明 : 当 wa 
1 时 ,f 恒 为 常数 , 试 作 一 个 不 满足 任何 次 荷 尔 德 (Hfl lder) 条 件 的 有 
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界 变 差 函 数 。 又 设 e 反 1 为 已 知 , 试 作 一 画 数 满足 w 次 荷 尔 德 
(Halder) 条 件 , 但 不 是 有 界 变 差 的 。 

6. 证 明 函 数 了 在 La,D 上 满足 李 普 希 英 (Lipschitz) 条 件 ( 即 存 
在 常数 M, 当 zz ELa,6b] 时 ,| f(z) 一 f(z')| 筷 Milz 一 zx 1) 的 充 
要 条 件 是 对 任何 过 0, 必 存在 > 0, 使 对 住 何 有 限 个 区 间 (a,,6,) ,rv 
二 1,2,… yn ;只 要 可 (Bb 一 4,) 之 6, 就 用 |f(b,) 一 f(a)| < e。 

7. 设 三 是 [a, 的 上 的 连续 有 界 变 差 函数 ,证 明 对 任何 es 之 0, 必 有 
>D>0, 当 分 不 组 aa 一 To<z So< Ti 一 2 的 max (Zz — ZX;_1) <6 


时 ,总 有 Vy(zxos** ,ZX,) VA 一 E。 
8. 设 几 是 尺 上 的 勒 贝 格 一 斯 带 阶 测度 ,了 一 [a,65], 证 明 
{fap < suplf IV a). 
1 人 了 a 
9. 定义 区 闻 [0,1] 上 的 函数 


fz) | 一 | 
之 上 二 . 

So: zeE€E[l 2"+i,1— 2-"), 
问 卫 在 工 王 1 是 否 连续 ,是 否 可 微 ? 


B 类 


1. 设 f 是 [a,6] 上 单调 函数 , 令 glx) 二 flz1), 证 明 g 与 了 有 相 
同 的 可 微分 点 。 

2. 设 忆 性 R,m(E) 二 0, 试 作 一 单调 增加 澶 数 f, 使 当 xz EE 时 ， 
f' (7r) = co。 

3. 设 在 [a,b] 上 连续 ,如 果 存 在 MM, 使 对 任 一 工 G La,6b]， 有 
[DGz)| <M ,那么 三 满足 事 普 希 peo 条 件 。 


4. 设 fEV[a,6bj], 那 么 对 于 和 惑 贝 格 测 度 有 一 CC = If (7)|, 


5. 设 子 在 [a,b] 上 单调 ,那么 /站 半 [位 年 于 果 砍 照 虑 有 
上 的 波 雷 耳 集 ;如 果 户 (z) 处 处 存在 有 限 ,那么 了 必 将 [La ,gj 上 的 惑 
贝 格 堆 测 集 映 成 RR 上 的 替 测 集 。 
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6. 设 卫 是 [a,p]j 上 有 限 函 数 , 证 明了 在 [aea,5] 上 的 连续 点 全 体 是 
波 雷 耳 集 。 

7. 设 三 在 [a, 寻 上 处 处 有 有 限 导 数 , 证 明 户 不 能 在 (a,5) 上 有 第 
一 类 不 连续 点 。 

8. 作 一 个 (a,5) 上 的 连续 函数 f ,要求 在 la,b) 上 处 处 有 有 限 
导数 ,并 且 f° 在 (a,6) 上 不 连续 点 全 休 具 有 正 的 勒 贝 格 测度 。 
”9. 设 巨 CC [a; 相 是 勒 贝 格 可 测 集 , 证 明太 中 几乎 所 有 的 点 都 是 
的 全 密 高 ,到 lim 1 vreE, 


第 二 节 ”全 连续 函数 


我 们 已 经 知道 ,如 果 f Ela, Oo, 那么 广 (z) 几乎 处 处 存在 有 限 
并 且 勒 贝 格 可 积 ， 


[fwdz < ro 一 f(a), 0) 


本 节 我 们 将 讨论 在 什么 条 件 下 (1) 中 的 等 号 成 立 ,假设 对 x € Lao 
有 


fr) — ra) = | 7 (di, 
那么 由 积分 的 全 连续 性 ,对 任意 的 e 二 0, 有 65> 0, 当 eC fa,O， 
m (e) <5 时 有 | 户 (t)dt 之 e, 特 别 地 ,如 果 8 二 U?(ai,5)，,(ai,6b) 两 两 
不 交 , 那 么 由 2 (0. 一 a;) < 0 可 得 21|f (9D.) 一 f (a,) | < < 于 是 我 们 
引信 下 面 的 

定义 1 函数 f.[a,5] -> 情 称 为 全 连续 的 ,如 果 对 e> 0, 存 在 6 

> 0, 当 ((a;,b)) 是 [a,651] 中 有 限 个 两 两 不 交 区 间 , 并 有 到 (一 ai) 
<< 人 时 有 

23| ff) 一 flai)| < ee, (2 ) 


用 4Cf[a,5] 表示 [a,b] 上 全 连续 函数 的 全 体 。 显 然 两 个 全 连续 
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曙 数 的 线性 组 合 . 乘积 仍 是 全 连续 函数 .下 面 我 们 研究 AC[a,5j 与 
VLa,5bj] 的 关系 。 

定理 1 如 果 f€ AC[a,b], 那 么 EV[a,b]。 

证 明 : 令 ee 二 1, 那么 有 5 这 0, 使 (2) 成 立 , 设 D:a = zo 过 zi 过 
之 x 一 b 是 一 个 任意 的 分 划 。 再 取 一 个 分 划 Di:a = yo 之 yi 过 
二 yn 二 5b 使 | yi 一 yimi| 过 6, 用 Di:a = 二 zo 过 zi 之 司 之 zm 二 5 表 
示 以 所 有 的 zi;、yj 为 分 点 的 分 划 , 那 么 

Vi(D) Vy(D;,) < EVV (yi ,Yi) NN, 


其 中 区 Ci 下) 表示 分 划 DD, 在 区 间 [yj 上 的 限制 对 应 的 
变 差 .对 DD 取 上 确 界 得 V(f) < N, 所 以 了 E V[as 四 。 
定理 2 设 f 在 [a,5] 上 勒 贝 格 可 积 ,那么 
F(x) = | Fed E AC[a,b]. 
证 明 :实际 上 在 本 节 的 第 一 段 已 经 给 出 ,这 里 不 再 重复 。 
为 了 讨论 变 上 限 ( 勒 贝 格 ) 定 积分 的 导数 我 们 需要 下 面 的 命题 1 
和 定理 3。 : : / 
命题 ] 设 f 在 [a 一 1,5 十 1] 上 勒 贝 格 可 积 , 对 a 志 xz 志 5b,1|h| 
<< 1，, 令 
F, (x) 一 二 | fu, 
那么 当 有 hh 一 0 时 {FF} 在 [a,b6] 上 平均 收 钙 于 三 
证 明 ;因为 
F(x) — f(x) 一 lA 一 f(z) ldt 
一 | [Lf (rz 十 z) — f(r)Jdv, 
所 以 
| Esc 一 f(x)|dr < | = [f(z +v)— f(r)|dvdr 


Ia b 
《由宇 比 尼 和 定理 ) < |， a1"!| [f(z 二 vv) f(x)ldrdv., 
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为 应 用 平均 连续 性 定理 工 . 4.5, 把 f (x) 的 定义 扩大 到 整个 实 轴 上 ， 
令 ji) = 二 0, 对 i € [a 一 1,5 十 ]]。 那 么 对 s>0, 有 6>0, 当 lcl< 
6 时 有 
|__lf(z+o) — f(z)|dz <e。 
这 样 , 当 |h| < 时 ,有 
[lrcw fon dz < a et) 
一 f(zx)|drdv 
Ih] 
<s| [天 | 一 dv = e。 
定理 3 如果 孔 数 序 列 {F,} 平均 收 钱 于 ,又 几乎 处 处 收 钱 于 
G, 那 么 F = G。 
证 明 ; 由 法 都 定理 有 
| Pr， _ G(xz)|dr = NimlF (a) — F(z)|dz 


< lim| |FCz) — F(x)|dz 一 0， 


因此 F(z) = G(z)、 
定理 4 ” 如果/ 在 La,5] 上 勒 贝 格 可 积 ， 
F(x) = | far, 对 rE (la,b], 
那么 F'(x) 几乎 处 处 存在 ,并 且 等 于 f (x)。 
证 明 ; 由 定理 2,F € AC[a, 刀 ,因此 EV[a, 四 ,从 而 广 (x) 几 
乎 处 处 存在 ,并 且 等 于 limF1Cz) 。 由 命题 1,F1 平 均 收 合 于 ,因此 由 


定理 3 有 F(x) = f(x)。 
下 面 一 个 定理 揭示 了 全 连续 函数 的 一 个 重要 性 质 , 也 为 推导 牛 
顿 一 莱 不 尼 效 公式 作 准 备 ， 
定理 5 如 果 fE€ AC[a,6b], 了 二 0, 那 么 f 在 (a,61 上 恒 等 于 常 
数 。 
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证 明 :我 们 只 要 证 72) = ja) 。 把 区 间 [Le,b] 分 成 两 部 分 , 令 Ba 
= {TELaPjf (rz) = 0}),E= [a,b 一 EE, 那么 (81) = 0,. 设 6 

0 是 定义 1 中 的 两 个 数 , 易 见 存在 开 集 0O 活 El, 使 m(O) 二 6. 令 下 = 
[a,6] 一 0O, 那 么 FC Eo, 所 以 对 zxEF 下 ,存在 正 数 h, 当 zx' E (x 一 hh， 
工 十 h) 时 i / | 
f(z)— fr)| <elz 一 工 |。 (3) | 
设 ((a4,6.)}*ilm 魏 co) 是 OO 的 构成 区 间 , 那 么 {Cas,6,)}"1 U {(z 
一 上 ,TX 十 h) ,xz 下} 成 为 [a,5j] 的 一 个 开 和 覆盖 ,因为 [a,5] 是 有 界 闭 
集 ,存在 一 个 有 限 开 覆盖 , 记 为 

《aiyD1D)， (ais bi), : 

(yi1 OO— Risyi TT hi) yo, (Cy, CO— hs yn 二 h.), 
在 集合 (ai 一 11213317 一 1 22) 中 添加 适当 分 点 (例如 
46 以 及 y; 一 hyi 十) ,把 这 些 分 点 组 成 的 分 划 记 为 D:a = ze < 
Tl 之， 之 Xi 二 5, 不 难看 到 这 个 分 划 的 小 区 间 有 三 种 情形 

1)(Czi-iy2) 含 于 某 个 (aj,6;)) 中 ， 

2)Xi i = yy; (Xi) CC (yi y; + 6b)), 

3)2 = yy; Hrii)Ti) CC (7 一 局 5)。 
因此 

[7 一 fla)| BN) ~ fz)| 一 马 十 邢 ， 
其 中 表示 对 1) 中 的 区 间 求 和 ,2" 表示 对 2)、3) 中 的 区 间 求 和 ,于 
是 由 f 的 全 连续 性 及 (1) 式 

[If1(6)— fla)| Re 二 eb ma) = eb — a 1), 
令 e 习 0, 得 f(4) = f(a)。 把 5 换 成 任 一 zx E€ (a,5] 即 得 出 f(x) 在 
区 间 [La ,2 上 为 常数 的 结论 。 

定理 6 牛顿 一 菜 不 尼 北 公式 


FO FOF (4) 
成 立 的 充 要 条 件 是 F(x) 是 全 连续 函数 ， 
证 明 :必要 性 :由 征 理 2 即 得 。 
. 139 。 


a eh hei rp hE ep OE ri > i Fi i tt 7 Wr™ 人 


充分 性 ,如 果 F(z) 是 全 连续 的 ,那么 由 定理 1,F E y[a, 扫 , 因 
此 严 (z) 几乎 处 处 存在 有 限 ,并 且 勒 贝 格 可 积 。 作 函数 


G(r) = |F (di, 


显然 多 是 全 连续 的 , 令 B(X)= 二 F(x) 一 B(z), 那 么 B(x) 也 是 全 连续 
函数 ,并 且 W(x) = 二 0, 由 定理 5 可 知 @(zx) 二 @B(a) = 二 F(a), 也 即 (4) 
成 立 。 

下 面 我 们 讨论 全 连续 也 数 的 分 解 。 


定义 2 设 f 是 [a,b] 上 的 有 限 函 数 ,如 果 f°(z) 一 0, 并 且 f 在 
[a,5] 上 不 伍 为 常数 ,那么 称 f 为 La,b」 上 的 奇异 陋 数 。 

在 注 1.2 中 提 到 的 海 维 赛 特 函数 和 康 托 (Cantor) 函数 都 是 奇异 
负数 。 

定义 3 设 fEV[la,bj], (zx,) 是 它 的 不 连续 点 全 体 ,那么 称 

P(X) = ZL 十 0) Oo— fr) Hr — Xx) 

十 ELf x) — f(z ~— 0)Hi(r — x) 

为 了 的 跳 嫉 函数 ,这 里 五 (z) 是 海 维 赛 特 函 数 , 而 Hi(x) 二 H(zx )， 
它 把 瑟 (x) 在 zz 一 0 的 左 连续 改 成 了 右 连 续 。 

定理 7( 勒 贝 格 分解 ) 设 gErvta,o, 那 么 g 一 定 可 以 分 解 为 

8 一 8y 十 gs 十 84c， 

其 中 gj 是 8 的 跳 唉 部 分 ,gs 是 连续 奇异 函数 ,gc 是 全 连续 函数 。 

证 明 ; 设 gj 是 定义 3 中 的 P’ 令 gi 二 gg 一 gy, 那么 &) 是 连续 有 乔 
变 差 国 数 , 令 

gac 一 | gwd,gs 一 gl1 一 8S4c， 

那么 由 定理 2 和 定理 4 可知 gxc € 4ClLa,pj,gs 是 连续 奇异 图 数 。 
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A 类 

1. 证 明 函 数 f 是 [a,5] 上 侈 连续 的 充 要 条 件 是 对 任何 6 汪 0, 存 
-在 8G>>0, 对 任何 一 族 互 不 相交 的 开 区 间 {(a, 六)) ,只 要 了 (一 av) < 
人 时 ,总 有 之 |j2) 一 f(a,)| < e。 

2, 设 / 在 [a,5] 上 全 连续 ,g 在 Lc,dj 上 全 连续 ,RCP CC [c,dj]， 
证 明 g(f (7z)) 在 [a,b] 上 全 连续 。 

3. 证 明 ff 在 [a,5] 上 满足 李 普 希 英 条 件 的 充 要 条 件 是 是 [a,5] 
上 的 有 界 勒 贝 格 可 测 沪 数 的 不 定 积分 。 

4. 设 是 [a,6] 上 全 连续 三 数 ,证 明了 的 (有)、p(z)、n(X) 都 是 

5. 设 fg CE ACl[La,5j], 那么 fg € ACla,5b], 并 且 

| ce 二 fa rdzr = Og) 一 Fa)gCa)。 


6. 设 g 是 [a;0] 上 连续 增 函 数 ,g(a) — cyg(6) = dd, 
1) 如 条 EC [c,d 县 波 雷 耳 全 ,那么 m(E) 一 L(g '(E)); 


2) 如 果 三 在 [c,d] 上 波 雷 插 可 测 可 积 , 那么 | f(y)dy = 
| eco)dgco， 
3) 举例 说 明 如 果 g 只 是 右 连续 ,那么 2) 可 能 不 成 立 。 
B 类 | 


1. 1) 证 明和 存在 波 雷 耳 集 4CC00,1] 使 0 二 mCA 1) 二 mr() 对 
[0,1] 的 任 一 子 区 间 了 了 成立; 
2) 设 jz) 一 mL0,z] 门 4) ,那么 太 是 绝对 连续 并 且 严 格 递增 ， 
但 是 了 二 0 在 一 个 正 测度 集 上 成 立 ; 
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3) 令 g(z) 一 ma([0,z] 门 4) 一 ma([0,z] 一 4), 那么 gE€ 
4CL0,1j, 但 是 g 在 [0,1j] 的 任 一 子 区 同上 不 单 幸 。 

2. 设 卫 在 [a,5] 上 单调 增加 ,对 任何 全 已 C [a,b], 记 f(E) 一 
(jz)lzE 五 ) ,证 明 卫 是 [ae,8] 上 全 连续 函数 的 充 要 条 件 是 如 果 五 
E 铬 ( 波 雷 耳 集 类 ),m(E) = 0, 那 么 m(f(E)) 一 0。 

“3. 证 明 [a,65] 上 导数 处 处 存在 且 有 限 的 单调 函数 三 必 有 是 全 连续 
的 。 

4. 设 卫 是 [ab] 上 的 西 (向 下 ) 函数 ,证 明 f 必 在 (a,6) 上 连续 ， 
如 采 了 又 在 Ga 两 点 连续 ,那么 全 在 La,pj 上 全 连续 。 

5. 设 是 [a,bj] 上 凸 (向 上 ) 函数 ,(X,S2 ,1p) 是 测度 空间 ,E EE 
57,p 是 上 非 负 可 积 函 数 , 又 设 g 有 是 忆 上 可 测 函 数 , 并 且 对 任何 
EE,HKX) E [a,6b],; 证 明太 生 (Jensen) 不 等 式 


| pr)plr)dplr)| | f(x) plr) du(z) 
f E 之 E , 


| p(x)dpCz) | pz) d(x) 
E FE 


z pb b 
6. 设 fe 4C[a, 丰 ,证 明 | [fd = Vf). 


第 三 节 广义 测度 
设 ( 和 ,家 ,1 是 一 个 测度 空间 ,f 是 XX 上 的 非 负 可 积 函 数 ， 由 性 
质 下 ,3.5 可知 
y(E) = | au 对 EE 
是 一 个 测度 。 对 于 一 般 的 可 积 函 数 f, 令 
y+ (E) = | dy, 
y- (E) = | .六 dp, 
那么 
yv(E) = vt (FE) 一 (五 ) z (1) 
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是 两 个 测度 的 差 。 本 节 我 们 就 来 研究 这 样 的 集 郴 数 。 
定义 1 设 (XI 家) 是 可 测 空间 ,mA 是 (和 ,22) 上 的 二 个 测度 ， 
其 中 至 少 有 一 个 是 有 限 测 度 , 那 么 ( 民 、 灾 ) 上 的 集 函 数 
A(E) = pp.(E) 一 pl) (2) 
称 为 (和 ,家 ) 上 的 广义 测度 。 
易 见 任 一 测度 均 为 广义 测度 ,为 加 以 区 别 , 有 时 称 普 通 的 测度 为 
正 测度 。 
例 1 设 * 是 (X, 灾 ) 上 的 正 测度 , 太 X 一 尺 是 一 个 可 测 函 数 ， 


jf | dv 中 至 少 有 一 个 有 限 (此 时 称 f 关 于 v 广 义 可 积 ) ,那么 


Ap(E) = | fdv 是 广义 测度 。 这 个 积分 等 式 以 后 常 记 为 du 一 fdv。 

稍 后 我 们 将 看 到 任 一 广义 测度 都 可 以 写成 例 2 的 形式 ,因此 我 
们 可 以 把 dp = fdv 称 为 广义 测度 的 微分 形式 。 

例 2 设 (R, 灾 ) 是 以 实数 轴 为 基本 集 的 一 个 可 测 空 间 , {zx,)， 
(r,} 是 两 个 实数 列 , 台 |7,| < co, 对 已 E 呢 , 令 J(E) 一 与 car, 那么 
A(E) 是 广义 测度 ,事实 上 , 令 j(E) 二 epgrrs J2(E) 一 二 -ee 这 
里 罗 对 正 r; 取 和 ,相对 负 r, 取 和 ,不 难 证 明 pi、pez 是正 测度 ,而 uCE) 
= pa(E) 一 pulE). | 

注 1 可 测 空间 (X, 灾 ) 上 的 广义 测度 w 具有 下 面 的 性 质 : 

DA(G) = 0, : 

2)w 的 值 域 至 多 只 会 十 co, 一 co 中 的 一 个 ， 

3) 如 果 {E,) C RE 站 Ej 二 对 i 关 j, 那 么 (UY?E,) 一 
SY 1(E,), 

稍 后 我 们 将 会 看 到 如 果 pC(UYE,) 有 限 ,那么 ?J(E,) 绝对 收 
敛 。 

和 正 测度 的 情形 一 样 可 以 证 明 

”命题 1 设 / 是 可 测 空间 (X, 家 ) 上 的 广义 测度 , {E,)} C 家 是 单 

调 增 列 ,那么 CUT?E,) = limpy(E,); 如 果 {E,} C 灾 是 单调 降 列 , 并 
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有 上 且 对 某 个 mAp(E) < co 那么 pC(NNYE,) 一 [imnA( 忆 ,) 。 


(1) 式 提示 了 广义 测度 的 一 种 分 解 方式 ， 下 面 我 们 致力 于 研究 
由 (2) 式 定义 的 广义 测度 是 否 具 有 形式 (1) 的 分 解 。 

定义 2 设 p 是 (XX, 絮 ) 上 的 广义 测度 ,EE 距 称 为 4 的 正 集 
(人 负 集 、 零 集 ) ,如 果 对 任 一 FCE,FE 骂 有 Jj(F) 之 0( 夺 0, = 二 0)，。 

注 2 1) 由 定义 可 知 正 (人 负 、 零 ) 集 的 可 测 子 集 仍 是 正 ( 负 、 零 ) 
集 。 

2)Ap( 下 ) 之 0( 魏 0, 一 0) 并 不 意味 着 是 pj 的 正 ( 负 、 零 ) 集 , 因 
为 可 能 E = 二 ElU EE 站 Es= GA(E) > 0u(E) <0, 而 1(E) 
+ ACE,s) > 0。 

3) 对 例 1 中 的 4, 令 P= (zx; 了 (7x) > 0), N= {zx:f(x) 0}), 那 
么 P,N 分 别 是 的 正 集 和 负 集 ,如 果 f 二 0, 那 么 P 一。 

引 理 1 ”如果 P, 是 py 的 正 集 , 那 么 U?P, 也 是 的 正 集 。 

证 明 : 令 Q, 二 P, 一 U1Pj, 那 么 Q, CP, 是 4 的 正 集 ,而 且 @&， 
两 两 不 交 , UyQ, 二 UY?P,。 设 EER,ECU?”P,, 那 么 y(E) 
= jCE NN UTRQ) = 27p(E 们 QQ,) 之 0, 因此 Ur?P, 是 的 正 集 。 

定理 1 (哈恩 (Hahn) 分 解 ) 设 A 是 (XX,_x) 上 的 广 闵 测度 ,x 
是 o- 代数 ,那么 有 正 集 P 和 仙 集 NN 使 X=PUN,PNN= 儿 .如 
果 P'、N' 是 另 一 对 这 样 的 分 解 , 那 么 PAP' (= NAN') 是 4 的 等 集 。 

证 明 :不 失 一 般 性 可 设 K 不 取 十 co ,我们 先 证 上 明 如 订 1(A) 二 
一 oo ,那么 对 任 一 e 汪 0, 有 BCA 使 1(B) 之 x(4), 并 且 对 任 一 E 
CB 使 k(E) 之 一 。。 假 设 不 然 , 那 么 对 某 个 e 汪 0, 对 任何 使 AKCB) 之 
(4A) 的 BCAhA 总 有 EiCB(CA) 使 jE) 和 一 2 由 于 JCA 一 Ei) 
二 pC(4) 一 pC 到 ) 之 py(4), 视 4 一 EF 为 B, 那 么 有 Es,C4A 一 EE 使 
”jp(Es) 忒 一 e。 这样 继 续 下 去 , 就 得 到 互 不 相交 集 列 {E,} C 4 使 

p(E,) <—e. 令 E=U?E,, 那 么 L(A ~ E)= p14) 一 于 ACE ) = 

oo, 忒 厦 。 

再 证 明 如 果 Ap(4) > 一 co ,那么 有 正 集 PC4 使 AKCP) 之 AC4)。 
事实 上 , 取 4; = 二 B, 并 设 41,…,A4,-i1 已 经 取 定 ,由 上 面 的 证 明 有 A， 
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CC 4p(4,) 之 pCAs1); 对 任 一 EC 4 有 jp(E) > 一 工 令 书 


二 门 ”4,, 那 么 《CA 之 /4 . 任 取 CP, 导 和 ECA,, 


因此 jy(E) > 一 一 , 令 n 一 00, 得 J(E) 之 0， 故 卫 为 正 集 。 


上 述 的 正 集 P 未必 是 最 大 的 ,为 了 得 到 最 大 的 正 集 P, 我 们 记 ; 
二 sup {4(4);A € zx}, 那么 有 和 集 列 {4,} CC .oz ,使 pr(4,) 一 ss, 由 证 
有 明 的 第 2 段 ,又 有 正 集 列 {P.} CC ex 使 jCP,) 一 ;. 令 P=UY?P,, 因 
为 x(P) 之 jC(P,), 故 py(P) = 二:s, 由 引 理 8 知 P 是 正 集 , 令 和 N= P, 那 
么 NN 为 负 集 。. 假 设 不 然 ,及 CN,E E .wz 使 AGE) 之 0, 于 是 ACEP 
UE) = j(P) 十 j(E) 这 5 矛盾 。 

最 后 设 已 ,N 是 另 一 对 分 解 ,那么 已 一 已 =PIMnN ,因此 己 一 
P' 既是 正 集 又 是 负 集 ,从 而 是 零 集 。 同 理 P' 一 尸 也 是 零 集 , 因此 
PAP' 也 是 零 集 。 

定义 3 设 (X, 农 ) 是 一 个 可 测 空 间 ,w 是 有 上 的 广义 测度 ,如 
末 丰 二 PUN,PNN= 名 ,其 中 PWN 分别 是 4 的 正 集 和 负 集 , 那 
么 称 这 个 分 解 为 & 的 哈恩 分 解 。 

下 面 我 们 考察 不 同 测度 之 间 的 关系 。 对 例 2 中 的 测度 y(E) = 
,27m 令 玉 二 (zj 人 2 那么 严 就 是 的 零 集 , 或 者 说 忆 是 上 的 支 集 ， 


然而 mx(F) 一 0, 这 说 明 jp 与 mr 是 互 不 相关 的 ,前 述 的 vt+ ,v7 也 有 类 
似 的 关系 ,于 是 我 们 引入 下 面 的 定义 。 

定义 4 可 测 空 间 ( 和 , 宁 ) 上 的 广义 测度 jv 称 为 互相 奇异 的 ， 
如 果 存 在 集合 上 ,FE 骂 , 使 EN 站 f=2B,EUF=X, 并 且 E 是 4 的 
零 集 , 下 是 "的 零 集 。 我 们 用 A 上 >" 表示 A 与 互相 奇异 。 

下 面 我 们 将 在 测度 关于 集合 的 哈恩 分 解 的 基础 上 进一步 把 测度 
分 解 为 两 个 互 为 奇异 的 正 测度 的 差 ， / 

定理 2 设 / 是 可 测 空 间 (X ,天 ) 上 的 广义 测度 ,那么 存在 唯一 
的 正 测度 yi vy 使 y= 二 pt 一 ppt | py。 

证 明 ; 设 X= 二 PUN 是 4 的 哈恩 分 解 , 令 pt (E) = (ENP), 
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Ap (E) 二 一 p(E NN). 易 见 y 二 pi 一 py,P 是 pi 的 零 集 ,入 是 pe 
的 零 集 ,因而 Ap | yi , 现 证 分 解 的 唯一 性 , 设 = 二 让 一 让 ， 
即 有 E,FE RENMF=C,EUF= 久 ,Ff 是 vt 的 零 集 ,是 上 的 
等 集 , 那 么 XX 二 EUF 是 4 的 哈恩 分 解 , 为 证 唯一 性 我 们 先 证 明 E 是 
4 的 正 集 ,ff 是 的 负 集 ,对 ACE,AE 吕 , 有 v  (E) 二 0, 因 此 4(A) 
一 六 (4) 之 0, 也 即 五 是 w 的 正 集 . 类 似 地 可 证 已 是 w 的 负 集 。 这 样 
PAE 是 零 集 ,因此 对 任 一 A € 家 ， 
v* (A) 二 vi (4 人 间 EE)( 因 为 是 vt 的 零 集 ) 
~ py(A (EE) / 
(因为 & 二 让 一 让 ,而 EE 是 XY 的 零 集 ) 
~ py(A (| P) : 
(因为 (4 门 五 )4C4mM P) CANMN GEAP)) 
= pt (4)( 因 为 pt (4) = p(&4 中 PP)、。 

由 此 又 可 推出 yx 一 v7， / 

定义 5 测度 yt (py) 称 为 4 的 正 ( 负 ) 变 差 测度 ,px 二 pt 一 jp- 
称 为 y 的 若 当 分 解 . 令 

Ap = /十 Ap， 

称 为 4 的 全 变 差 测度 。 

命题 2 ” 设 是 可 测 空 间 (X , 灾 ) 上 的 广义 测度 ,那么 

1)EE 哆 是 4 的 零 集 当 且 仅 当 |py|(E) = 0; : 

2)Aw Lv 当 且 仪 当 |x| 上 盖 当 且 仅 当心 wp Lv 

证 明 ;1) 设 著 = 二 PNN 是 4 的 哈恩 分 解 ,是 的 零 集 , 那 么 y+ 
《五 ) = py(E NP)=0,p  (E)=— ulE NN) = 0, 从 而 |x|(E) = 
0。 反 之 ,如 果 |p1(E) = 0, 那 么 y+ (五 ) = 0,。 因 为 yt 是 正 测度 ,对 任 
一 FCE,FE 训 有 jt(F) = 二 0, 因 此 CF) =0, 故 EE 是 4 的 零 集 ， 

2)x _ |v 意味 着 存在 E.F 使 EUF=X,ENF= 名 ,EE 是 4 的 
零 集 ,F 是 7 的 零 集 , 由 1) 有 |x| CE) = 0, 而 |x| 是 正 测 度 , 因 此 五 
是 |p| 的 零 集 . 反 过 来 ,如 果 |p| | 上 v, 那 么 有 EF 使 EUF=X,E 
NN FF 二 名 ,是 [4| 的 零 集 ,F 是 vy 的 零 集 ,因为 [gl(E) 二 0, 由 1)E 
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是 py 的 零 集 ,这 样 第 一 个 当 且 仅 当 得 证 ,又 |x| | vv 当 且 仅 当 有 上 述 
的 EE,F 使 |x|1(E) = 0,F 是 v 的 零 集 ,而 |x1(E) = 0 当 且 仅 当 yp 
(E) = jy- (CE) = 0 当 且 仅 当 五 是 pt+ 和 jy- 的 零 集 。 
命题 3 设 (X, 绝 ) 是 一 个 可 测 空 间 , 如 果 py 有限, 那么 yx 有 和 界 。 
证 明 ; 所 谓 ky 有 限 , 即 不 取 士 0, 而 pt 《(E) 志 pt (X)= 二 p(X 
站 已) = yp(P) < 二 吕 表明 pt 有 界 。 类 似 地 Ap 有 界 , 因 此 Ap= pt 一 
有 下 。 
定理 3 可 测 空间 ( 式 , 灾 ) 上 的 任 一 广义 测度 Jy 均 可 写成 y(E) 
= | fdv 的 形式 ,这 里 一 Xr 一 Xv,X 一 PUN 是 py 的 哈恩 分 解 ,! 
= |w| 。 
证 明 :因为 
A(E) = p+ (E) 一 Ap  (E)( 根 据 p= pt py) 
二 jy(E 们 P) 一 AGE 门 N)( 根 据 p+、Ap- 的 定义 ) 
= p+ (ENMNP)— 1 (ENMP) 
— (xt (EMNN)— pi (ENN)) 
= py (EMP pp (ENMN) 
(因为 P 是 yi 的 零 集 ,N 是 p* 的 零 集 ) 


= | alxl 一 | walal 


= | .ae — Xdlxl, 
最 后 我 们 给 出 关于 广义 测度 可 积 的 定义 。 
定义 6 〈X, 农 ) 是 一 个 可 测 空间 ,mw 是 一 个 广义 测度 ,f:X 一 


R. 如 果 k 一 p+ 一 pr" 是 4 的 车 当 分 解 ,积分 |fdxt、|fdy” 存在 且 至 
少 有 一 个 有 限 , 那 么 说 f 关于 wz 广义 可 积 ,并 且 定义 
|fax 一 | au 一 | ma 。 
如 果 [fapt |farr 都 有 限 ,那么 称 f 关于 y 可 积 。 
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习 题 


A 关 


1. 设 {16) 是 可 测 空 间 ( 久 , 絮 ) 上 一 列 有 限 的 广义 测度 。 

1) 如 采 (J4} 是 全 有 限 的 测度 序列 ,证 明 ' 作 存在 ( 久 , 名 ) 上 全 有 
限 测度 ,使 得 j 才 pn 二 12,); 

2) 证 明 必 存在 (六 名) 上 有 限 测度 jy, 使 得 p< 攻 jn 一 1,2,…)。 

2. 设 v.4 是 可 测 空 间 ( 基 , 缠 ) 上 全 o- 有 限 的 广义 测度 ,A,、B,、 
A,、B, 分 别 是 vp 的 哈恩 分 解 中 的 正 、 负 集 ， 


、 dy 、 上 、 
1) 求 出 了 的 表达 式 ; 


dy dv dlv| dv” dg dv 
dp 、 dp、 dp “dlxl “dlpl dll 


2) 假设 v 之 4 并 书 知 加, 求 出 


3. 证 明定 理 1 在 vp 为 广义 测度 的 情形 成 立 。 
4. 设 4 是 可 测 空 间 ( 针 , 强 ) 上 的 全 ao- 有 限 测 度 , 那 么 


sd dr ,i_, 


2)v 一 pA( 称 vy 等 价 于 jp, 即 vy 安 jp 家 vv 同时 成 立 ) 的 充 要 条 件 是 
dy " 
d(v 十 pj) A 
3)r 是 ( 卫 , 旨 ) 上 另 一 个 全 o- 有 限 测 度 , 并 且 yv 攻 Tp 雪 工 。 
试 给 出 v 上 pov 一 严 用 至、 和 来 表示 的 充 要 条 件 的 形式 。 
5. 1) 设 关 是 可 测 空间 (X、 家 ) 上 全 0- 有 限 测 度 * 证 明 必 存在 ( 刁 ， 
如) 上 全 有 限 测 度 内 使 /一 AH 
2) 设 {(j) 是 可 测 空 间 ( 久 , 弦 ) 上 全 o- 有 限 的 广义 测度 的 序列 ， 
证 明 ' 作 存在 (站 ,多 ) 上 全 有 限 测 度 J 使 pj 之 jn 二 1 ,2,…)。 
6. 举例 说 明 : 如 果 闫 是 可 测 空间 (X, 史 ) 上 0o- 有 限 测度 ,未 必 看 
】 本 各 四 


在 (X，, 宠 ) 上 有 限 测度 风 使 7 一 As 
7. 设 g 有 是 [a,b] 上 全 连续 三 数 ,f 是 La,b] 上 波 雷 耳 可 测 函 数 , 那 
么 /关于 测度 ps 可 积 的 充 要 条 件 是 fg' 勒 贝 格 可 积 。 当 可 积 时 ,有 


b 6 
| as 一 | fg'dz, 
8. 设 Lv 到 (和 5 开 ) 上 的 有 限 测 度 < Hp 和 今 和 4 一 大 十 如果 了 
一 55 那么 0 委 Jj/ <1 对 4 几乎 处 处 成 主 , 并 且 全 = f(l ~— f/f) ., 
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